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1 Einführung

Ziel dieser Arbeit war die Fortführung von in [1] begonnen Experimenten zu Hy-
perentanglement mit Hilfe eines Michelson-Interferometers. Als erstes wurde dazu
getestet, ob die Phasenstabilität des Interferometers ausreichend ist, Experimente
durchzuführen, mit denen sogenannte �Noncontextual hidden variable�-Theorien (en-
gl. für nicht-kontextuelle verborgene Variablen NCHV) ausgeschlossen werden können.
Hierfür wurde eine Zustandstomographie an einem bekannten Zustand durchgeführt.
Die Zustandstomographie ist ein Verfahren, durch welches man die Dichtematrix,

die sämtliche Information über einen Zustand, der aus einem oder mehreren Qubits be-
steht, enthält, experimentell bestimmen kann. Durch eine Zustandstomographie zeigt
sich insbesondere, wie gut der theoretische und der im Experiment präparierte Zustand
übereinstimmen. Die hier erwähnten Qubits sind quantenmechanische Zwei-Niveau-
Systeme und bilden somit das quantenmechanische Analogon zu einem klassischen
Bit.
Diese Qubits unterscheiden sich von diesem allerdings darin, dass sie anstelle der

beiden klassischen Werte |0〉 und |1〉 auch jede beliebige Superposition
|Qubit〉 = α |0〉+ β |1〉 mit α2 + β2 = 1, annehmen können. Ein solches Qubit wird in
dieser Arbeit durch die horizontale bzw. vertikale Polarisation eines Photons repräsen-
tiert.
Die anderen beiden Experimente, die nach der Zustandstomographie durchgeführt

wurden, befassen sich mit den bereits erwähnten NCHV-Theorien. Diesen NCHV-
Theorien liegt ein realistisches Weltbild zugrunde, welches besagt, dass die Messergeb-
nisse einer Messung a priori feststehen.
Aufgrund dieser Tatsache ergeben sich für bestimmte Experimente unterschiedliche

Voraussagen zwischen der Quantenmechanik und solchen NCHV-Theorien.
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2 Theoretischer Hintergrund

2.1 Das EPR-Paradoxon

Im Jahre 1935 verö�entlichten Albert Einstein, Boris Podolski und Nathan Rosen
(EPR) einen Artikel [2] in dem sie zeigten, dass die Beschreibung eines Systems in der
Quantenmechanik durch eine Wellenfunktion Ψ ihrer Ansicht nach nicht vollständig
sein kann. Dazu mussten sie zwei Postulate aufstellen, die die Vollständigkeit einer
physikalischen Theorie und ein Element der physikalischen Realität beschreiben. EPR
de�nierten eine vollständige Theorie wie folgt:

Jedes Element der physikalischen Realität muss eine Entsprechung in der
physikalischen Theorie haben. [2]

Des Weiteren de�nierten sie:

Wenn es, ohne ein System in irgendeiner Weise zu stören, möglich ist, mit
Sicherheit (d.h. Wahrscheinlichkeit 1) den Wert einer physikalischen Gröÿe
vorauszusagen, dann existiert ein Element der physikalischen Realität, das
dieser physikalischen Gröÿe entspricht. [2]

Um das Argument von EPR zu veranschaulichen betrachten wir folgendes Beispiel:
Eine Teilchenquelle [3] emittiere zwei Spin-1

2
-Teilchen in entgegengesetzte Rich-

tungen, die sich in folgendem verschränkten1 Zustand be�nden2

|Ψges〉 =
1√
2

(|↑1↓2〉 − |↓1↑2〉), (2.1)

wobei die Indizes angeben, um welches der beiden Teilchen es sich handelt. Wird eine
Messung des Spins in der x-Richtung durchgeführt, wird der Spin des Elektrons ent-
weder auf die positive x-Richtung |↑〉xoder auf die negative x-Richtung |↓〉x projiziert.
Gleiches gilt auch für Spinmessungen in jeder beliebigen Basis ~a 3. Wird nun eine
Messung des Spins am ersten Teilchen in der z-Richtung (−→σz) durchgeführt, erhält
man ebenfalls entweder das Ergebnis |↑〉z oder |↓〉z. Da die beiden Teilchen miteinan-
der verschränkt waren, können wir mit Sicherheit den Zustand des zweiten Teilchens
voraussagen, denn durch die Messung an Teilchen 1 verändert sich der Zustand von

1Für einen verschränkten Zustand gilt: |Ψverschränkt〉 6= |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 [4]
2Im originalen Artikel wurde der Ort und der Impuls eines Teilchens betrachtet, die Argumentation
lässt sich allerdings äquivalent für den Spin eines Teilchens betrachten.

3Alle folgenden Vektoren sind stets als Einheitsvektoren zu verstehen.
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|Ψges〉 = 1√
2
(|↑1↓2〉 − |↓1↑2〉) zu |Ψ′ges〉 = |↑1↓2〉~a bzw. |Ψ′′ges〉 = |↓1↑2〉~a je nachdem

welcher Spin des ersten Teilchens gemessen wurde. Dies wird auch als Kollaps der
Wellenfunktion bezeichnet. Da die beiden Messungen so weit voneinander entfernt
sind, dass die Information der einen Messung, die andere nicht erreichen kann bevor
auch hier eine Messung durchgeführt wird, kann eine Wechselwirkung der beiden Elek-
tronen, die maximal mit Lichtgeschwindigkeit propagiert, ausgeschlossen werden. Es
kann also rein theoretisch das Ergebnis der Messung am zweiten Teilchen vorhergesagt
werden, falls sich beide Experimentatoren im Voraus über die Messoperatoren geeinigt
haben. Folglich ist, laut obiger De�nition, der Spin des zweiten Teilchens in z-Richtung
ein Element der physikalischen Realität. Die selben Messungen lassen sich allerdings
auch in der x-Richtung durchführen und folglich muss auch der Spin in x-Richtung
ein Element der physikalischen Realität sein. Da die beiden Spinoperatoren Ŝx und Ŝy
nicht miteinander kommutieren, ist es nicht möglich beide Spineigenschaften mit be-
liebiger Genauigkeit gleichzeitig einer Wellenfunktion zuzuordnen. Da aber beide ein
Element derselben physikalischen Realität sind, kann die Beschreibung des Systems
durch eine Wellenfunktion nicht vollständig sein. EPR waren von ihrer Argumentation
überzeugt, konnten allerdings keinen Ansatz liefern, wie eine solche Theorie aussehen
müsste.

2.2 Bell`s Theorem

Erst 29 Jahre später konnte John Bell ein Theorem aufstellen, welches die Eigen-
schaften von EPR beinhaltete. Dies lag auch daran, dass von Neumann 1932 einen Be-
weis aufstellte, welcher besagte, dass es unmöglich sei solch eine Verborgene-Variablen-
Theorie aufzustellen. Wie sich allerdings herausstellte, war der Beweis auf falschen
Annahmen aufgebaut[5].
Bell löst das vermeintliche Problem einer unvollständigen Beschreibung eines Zu-

stands, indem er zusätzlich eine Variable λ einführt, die den Zustand eines Systems
vollständig beschreiben soll. Dabei spielt es keine Rolle, ob λ eine einzelne Variable,
eine Funktion oder ob die Variable diskret oder kontinuierlich ist[6].
Wir wollen jetzt wieder ein Teilchenpaar wie oben betrachten. Wie bereits erwähnt

hängt das Ergebnis A einer Messung an Teilchen 1 wieder von der Richtung −→a ab, in
der die Messung durchgeführt wird. Gleiches gilt für Teilchen 2 dessen Messergebnis wir
mit B bezeichnen wollen. Zusätzlich hängen beide Messergebnisse von der Variablen λ
ab, sodass Folgendes gilt

A(~a, λ) = ±1, B(~b, λ) = ±1. (2.2)

Daraus ergibt sich der Erwartungswert einer Messung an beiden Teilchen zu

E(~a,~b) =

ˆ
A(~a, λ)B(~b, λ)ρ(λ)dλ (2.3)

wobei ρ(λ) die Wahrscheinlichkeitsverteilung von λ ist mitˆ
ρ(λ)dλ = 1. (2.4)
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Abbildung 2.1: Mit diesen drei Messrichtungen ist eine maximale Verletzung der
Bellschen Ungleichung gegeben.

Unter der Annahme der Lokalität kann man leicht erkennen, dass Bell damit der
Forderung von EPR nachgekommen ist, wonach das Ergebnis einer Messung A unab-
hängig von der Richtung einer Messung B ist. Da für den Zustand (2.1) eine perfekte
Antikorrelation erwartet wird, muss Folgendes gelten

A(~a, λ) = −B(~a, λ). (2.5)

Mit diesen vier Bedingungen lässt sich zeigen, dass folgende Ungleichung gelten muss

|E(~a,~b)− E(~a,~c)| ≤ 1 + E(~b,~c). (2.6)

Diese Ungleichung ist auch als Bellsche Ungleichung bekannt. Um einen möglichen
Widerspruch mit der Quantenmechanik zu erhalten, muss noch der quantenmechanis-
che Erwartungswert bestimmt werden, welcher sich zu

EQM(~a,~b) = −~a ·~b = −cos(Φ) (2.7)

ergibt, wobei Φ der Winkel zwischen den beiden Einheitsvektoren ~a und ~b ist. Wählt
man z.B. die Messrichtungen ~a,~b,~c so, wie in Bild 2.1, dass der Winkel zwischen ~a,~b
und ~b,~c 60° und der Winkel zwischen ~a,~c 120° entspricht, erhalten wir folgende Er-
wartungswerte

EQM(~a,~b) = EQM(~b,~c) = −1

2
, EQM(~a,~c) =

1

2
.

Setzt man diese Werte in die Ungleichung (2.6) ein, erhält man einen Widerspruch.
Es ist also prinzipiell möglich durch Experimente einen Widerspruch zwischen den
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Annahmen von EPR und der Quantenmechanik zu messen. Alle bis zum heutigen
Zeitpunkt durchgeführten Experimente bestätigen die Quantenmechanik und somit
kann davon ausgegangen werden, dass ein quantenmechanischer Zustand vollständig
durch seine Wellenfunktion beschrieben wird.

2.3 Nichtkontextualität anstatt Lokalität

Bisher wurde immer davon ausgegangen, dass die Messungen an den beiden Teilchen
soweit voneinander entfernt sind, dass eine Wechselwirkung der beiden Teilchen, die
maximal mit Lichtgeschwindigkeit propagiert, ausgeschlossen werden kann. Man kann
allerdings auch folgende Sichtweise des Problems haben. Verborgene-Variablen-Theorien
nehmen an, dass das Messergebnis einer Messung A bereits vor dieser Messung ex-
istiert. Folglich sollte das Ergebnis der Messung A unabhängig davon sein, welche
Messungen B,C zusätzlich an dem System durchgeführt werden, wobei beachtet wer-
den muss, dass die Observablen A,B,C miteinander kommutieren, also gleichzeitig
messbar sind[5]. Folglich sollte das Ergebnis der Messung A identisch bleiben wenn
wir zwei andere Observablen D,E messen, die ebenfalls mit A kommutieren aber nicht
notwendigerweise mit B,C kommutieren müssen. Diese Annahmen für eine Verborgene-
Variablen-Theorie wird unter dem Begri� Nichtkontextualität verstanden. Es stellt sich
nur noch die Frage, ob die oben gemachten Annahmen mit den Ergebnissen der Quan-
tenmechanik vereinbar sind.
Im folgenden wollen wir uns nur noch mit dieser Art von Verborgenen-Variablen-

Theorien, den sogenannten nichtkontextuellen Verborgenen-Variablen-Theorien , be-
schäftigen.

2.4 Widerlegung von NCHV-Theorien mithilfe eines

GHZ-Zustands

Um mithilfe einer bellartigen Ungleichung einen Widerspruch zwischen der Quanten-
mechanik und NCHV-Theorien zeigen zu können, müssen nicht perfekte Korrelationen,
also |EQM(~a,~b)| < 1 betrachtet werden. Man kann hier also nicht direkt das Ergeb-
nis einer zweiten Messung vorhersagen, sondern nur statistische Aussagen tre�en. Das
Argument von EPR nahm allerdings perfekte Korrelation zwischen zwei Messungen
an. Betrachtet man in der Bellschen Ungleichung perfekte Korrelationen, ergibt sich
kein Widerspruch zwischen EPR's Ansatz und der Quantenmechanik. Mithilfe eines
speziellen Dreiteilchenzustands, einem sogenannten GHZ-Zustand[7] (benannt nach
Greenberger, Horne und Zeilinger), kann man auch für perfekte Korrelation einen
Widerspruch zwischen dem Ansatz von EPR und der Quantenmechanik zeigen. Ein
weiterer Vorteil ist, dass der Widerspruch theoretisch ohne Ungleichungen auskommt,
praktisch allerdings nicht, da experimentelle Werte niemals eine perfekte Korrelation
zeigen.
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2.4.1 Erzeugung des GHZ-Zustandes

Durch spontane parametrische Fluoreszenz werden aus einem blauen Photon zwei
rote Photonen erzeugt. Diese beiden roten Photonen sind im Polarisationsfreiheits-
grad miteinander verschränkt. Im Allgemeinen gibt es zwei verschiedene Typen von
spontan parametrischer Fluoreszenz[8]:

Typ I: Eine Typ I Quelle besteht aus einem Kristall, dessen optische Achse
so ausgerichtet ist, dass ein einlaufender Pumpstrahl auÿerordentlich
zu dieser polarisiert ist. Die entstandenen Fluoreszenzphotonen sind
beide ordentlich polarisiert.

Typ II: Bei dieser Quelle ist der Pumpstrahl wieder auÿerordentlich pol-
arisiert, die beiden Fluoreszenzphotonen sind jedoch orthogonal
zueinander polarisiert, d.h. das eine ist ordentlich und das andere
auÿerordentlich polarisiert.

Die in diesem Versuch benutzte Quelle besteht aus zwei Typ I β-Bariumborat Kristallen
(BBO), die um 90° zueinander gedreht sind. Damit der Pumpstrahl beide Kristalle mit
gleicher Wahrscheinlichkeit pumpen kann, muss dieser diagonal polarisiert sein. Fol-
glich kann der Pumpstrahl durch |ψpump〉 = 1√

2
(|H〉+ |V 〉) beschrieben werden, wobei

|H〉 horizontal-, und |V 〉 vertikal polarisierte Photonen beschreibt. Die optische Achse
des ersten Kristalls ist so ausgerichtet, dass er durch vertikal polarisierte Photonen
gepumpt wird. Die dabei entstandenen Photonenpaare be�nden sich somit im Zus-
tand |ψ1〉 = |H1〉 |H1〉. Der zweite Kristall wird folglich durch horizontal polarisierte
Photonen gepumpt und die in diesem Kristall entstandenen Photonenpaare be�nd-
en sich im Zustand |ψ2〉 = |V2〉 |V2〉 . Des Weiteren muss beachtet werden, dass bei
dem Prozess der spontanen parametrischen Fluoreszenz Energie- und Impulserhaltung
gelten muss

ωpump = ωs + ωi

~kpump = ~ks + ~ki

wobei die beiden Indizes s und i für �signal� und �idler� stehen. Aufgrund der Im-
pulserhaltung müssen die beiden entstandenen Photonen entlang eines Kegels emittiert
werden. Die beiden Kristalle sind so angeordnet, dass sich ihre Emissionskegels über-
lappen. Da der Brechungsindex für den auÿerordentlichen und den ordentlichen Strahl
in einem doppelbrechenden Kristall unterschiedlich ist, sammeln die beiden Strahlen
eine unterschiedliche Phase auf. Um diese zu kompensieren ist vor den beiden BBO-
Kristallen ein weiterer Doppelbrechenden Yttriumvanadat-Kristall (Y V O4) montiert.
Dieser verschiebt die Phase zwischen |H〉 und |V 〉 der Pumpphotonen so, dass nach
den beiden BBO-Kristallen die Phase zwischen den emittierten Photonen Null ist.
Da die entstandenen Photonen nur dann miteinander verschränkt sind, wenn man

sie nicht voneinander unterscheiden kann, müssen die Photonen an zwei gegenüber-
liegenden Punkten des Emissionskegels aufgesammelt werden.
Damit die beiden Photonen nicht durch ihre Detektionszeit unterschieden werden

können, müssen die beiden BBO-Kristalle so nah aneinander liegen, dass die Zeit, die
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das Licht braucht um beide Kristalle zu passieren, kleiner als die Kohärenzzeit des
Pumplasers ist.
Um die Verschränkung der beiden Photonen noch weiter zu verbessern, wurden noch

zwei Frequenz�lter in die Quelle eingebaut.
Der emittierte Gesamtzustand kann durch

|ΨQuelle〉 =
1√
2

(|ψ1〉+ |ψ2〉) =
1√
2

(|H2〉 |H1〉+ |V2〉 |V1〉) |l2〉 |r1〉 , (2.8)

beschrieben werden, wobei l,r die Ausbreitungsrichtungen der Photonen sind. Photon
1 gelangt über eine Singlemode-Faser in ein Michelsoninterferometer, während Photon
2 nach einer Polarisationsanalyse auf einen Einzelphotonendetektor tri�t. Im Inter-
ferometer tri�t das Photon 1 auf einen polarisierenden Strahlteiler (PBS engl. für
polarizing beam splitter), der so orientiert ist, dass H-polarisiertes Licht transmittiert
und V-polarisiertes Licht re�ektiert wird. Der Zustand nach dem PBS lässt sich also
wie folgt schreiben,

|ΨGHZ〉 =
1√
2

(|H2〉 |H1〉 |a1〉+ |V2〉 |V1〉 |b1〉) |l2〉 (2.9)

wobei a, b die beiden räumlichen Moden des Interferometers, wie in Abbildung 2.1
gezeigt, beschreiben. Der Term in der Klammer des Zustands hat die Struktur eines
Dreiteilchen GHZ Zustands.

2.4.2 Analyse des Zustandes und Widerspruch zu

NCHV-Theorien

Bevor wir uns mit den widersprüchlichen Aussagen zwischen Quantenmechanik und
NCHV-Theorien befassen, betrachten wir die Analyse des Zustands. In diesem Ex-
periment können drei kommutierende Observablen gleichzeitig bestimmt werden. Die
Observable Â(ΦA) gibt den Ausgang an, durch welchen das Photon das Interferome-
ter verlässt. Die Observable B̂(ΦB) ist die Polarisation des ersten Photons nach dem
Interferometer und die Observable Ĉ(ΦC) die Polarisation des zweiten Photons. Die
Eigenwerte von Â(ΦA) seien A = ±1, wobei der untere Ausgang des Interferometers
dem Eigenwert +1 entspricht. Die Eigenwerte der Observablen B̂(ΦB), Ĉ(ΦC) seien
ebenfalls B = ±1, C = ±1 wobei der Eigenwert +1 bedeutet, dass die Polarisatoren
auf |D〉 = 1√

2
(|H〉 + |V 〉) eingestellt sind und für −1 auf |D̄〉 = 1√

2
(|H〉 − |V 〉). Der

Strahlteiler (BS engl. für beam splitter) erzeugt aus den beiden Moden |a〉 und |b〉 im
Interferometer die beiden Ausgangsmoden

|A,ΦA〉 =
1√
2

(iAeiΦA |a1〉+ |b1〉), (2.10)

wobei A hier wieder die beiden Werte ±1 annehmen kann. Mithilfe des λ
4
-Plättchens

und des Polarisators lässt sich der Ausgangszustand nach dem Interferometer auf

|B,ΦB〉 =
1√
2

(|V1〉+BeiΦB |H1〉) (2.11)
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Abbildung 2.2: Schematischer Aufbau des Experiments. Die in der Quelle emittierten
Photonen werden in zwei Unterschiedliche Richtungen abgestrahlt.
Während das eine Photon direkt detektiert wird, durchläuft das an-
dere ein Michelson-Interferometer. Die mit diesem Aufbau gemessenen
Observablen sind die Polarisationen der beiden Photonen und die Prop-
agationsrichtung des ersten Photons nach dem BS.

projizieren. Gleiches gilt auch für die Observable Ĉ(ΦC), die den Zustand des zweiten
Photons wie folgt festlegt:

|C,ΦC〉 =
1√
2

(|V2〉+ CeiΦC |H2〉). (2.12)

Den Phasenschub ΦA zwischen den beiden Armen des Interferometers kann man durch
Verkippen eines Glasplättchen in Arm a des Interferometers verändern[1]. Die Phasen
ΦB und ΦC lassen sich durch das λ

4
- Plättchen vor den Polarisatoren einstellen.

Um die quantenmechanischen Erwartungswerte berechnen zu können, ist von Inter-
esse, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Photon in einem bestimmten Zustand detek-
tiert wird. Diese Wahrscheinlichkeit ergibt sich folgendermaÿen:

PA,B,C(ΦA,ΦB,ΦC) = |(〈A,ΦA| 〈B,ΦB| 〈C,ΦC |) |ΨGHZ〉 |2

= |1
4

(i+ ABC ei(ΦA+ΦB+ΦC))|2

=
1

8
[1 + ABC sin(ΦA + ΦB + ΦC)] . (2.13)

Der Erwartungswert lässt sich aus den Messwahrscheinlichkeiten wie folgt bestimmen4:
4Der Erwartungswert ist ganz allgemein de�niert über E =

∑
i

λipi, mit den Eigenwerten λi und den

Wahrscheinlichkeiten pi.
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EQM(ΦA,ΦB,ΦC) = P1,1,1(ΦA,ΦB,ΦC) + P1,−1,−1(ΦA,ΦB,ΦC)

+ P−1,1,−1(ΦA,ΦB,ΦC) + P−1,−1,1(ΦA,ΦB,ΦC)− P−1,1,1(ΦA,ΦB,ΦC)

− P1,−1,1(ΦA,ΦB,ΦC)− P1,1,−1(ΦA,ΦB,ΦC)− P−1,−1,−1(ΦA,ΦB,ΦC)

= sin(ΦA + ΦB + ΦC) (2.14)

Nun kennen wir den quantenmechanischen Erwartungswert, den wir für bestimmte
Einstellungen unserer Phasen erhalten. Jetzt ist nur noch zu klären, wie sich die Er-
wartungswerte in einer NCHV-Theorie berechnen.
Nichtkontextualität bedeutet, dass die Messergebnisse der Photonen bereits im Vo-

raus feststehen und unabhängig davon sind, welche kommutierenden Observablen zusät-
zlich zu diesen mitgemessen werden. Wir wollen diese Messergebnisse hier durch die
kleinen Buchstaben a(ΦA)i, b(ΦB)i und c(ΦC)i beschreiben. Sie können wie oben eben-
falls nur die Werte ±1 annehmen.
Mit den Bedingungen der Nichtkontextualität ergibt sich der Erwartungswert zu[9]

ENCHV (ΦA,ΦB,ΦC) =
1

N

N∑
i=1

a(ΦA)ib(ΦB)ic(ΦC)i, (2.15)

wobei N die Anzahl der gemessenen Ereignisse ist. Da die Erwartungswerte

EQM(
π

2
, 0, 0) = EQM(0,

π

2
, 0) = EQM(0, 0,

π

2
) = 1 (2.16)

ergeben, muss gleiches auch für die Erwartungswerte der NCHV-Theorien gelten, da
die Ergebnisse der Quantenmechanik reproduziert werden sollen. Folglich muss auch
hier gelten, dass

a
(π

2

)
i
b(0)ic(0)i = a(0)ib(

π

2
)ic(0)i = a(0)ib(0)ic(

π

2
)i = 1 (2.17)

ist. Aufgrund der Annahme der Nichtkontextualität folgt durch Multiplikation der
Gleichungen (2.17)

a(0)i²b(0)i²c(0)i²a(
π

2
)ib(

π

2
)ic(

π

2
)i = a(

π

2
)ib(

π

2
)ic(

π

2
)i = 1 (2.18)

und somit ENCHV (π
2
, π

2
, π

2
) = 1. Dies ist aber genau das Gegenteil des zu erwartenden

quantenmechanischen Erwartungswertes EQM
(
π
2
, π

2
, π

2

)
= −1. Man sollte also mit

diesem Experiment einen Widerspruch zwischen NCHV-Theorien und der Quanten-
mechanik erzeugen können.
Im folgenden muss nur noch geklärt werden, wie die Wahrscheinlichkeiten

PA,B,C(ΦA,ΦB,ΦC) gemessen werden können. Dazu werden nur Koinzidenzen K, also
die gleichzeitige Detektion der beiden Photonen innerhalb eines bestimmten Zeitin-
tervalls, zwischen den beiden Detektoren gemessen. Die Wahrscheinlichkeit berechnet
sich dann durch

P1,1,1(ΦA,ΦB,ΦC) =
K(1, 1, 1|ΦA,ΦB,ΦC)

K(1, 1, 1|ΦA,ΦB,ΦC) + . . .+K(−1,−1,−1|ΦA,ΦB,ΦC)
,

(2.19)
wobei im Nenner alle acht Terme aus Gleichung (2.14) aufsummiert werden.
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2.5 Belltest und CHSH

Mit diesem Aufbau ist es ebenfalls möglich, einen Belltest durchzuführen. Dazu be-
nutzen wir allerdings nicht Gleichung (2.6), sondern eine andere Ungleichung, die unter
dem Namen CHSH-Ungleichung (benannt nach Clauser, Horne, Shimony und Holt)
bekannt ist. Diese berücksichtigt unter anderem, dass die Detektoren nicht perfekt
sind, also nicht alle ankommenden Teilchen detektieren[10]. Diesen ausgelassenen Mes-
sungen wird der Wert 0 zugeschrieben. Es ergeben sich jetzt gemittelte Messergebnisse
Ā(ΦA), B̄(ΦB) ≤ 1 mit denen sich folgende Ungleichung aufstellen lässt

−2 ≤ S = ENCHV (ΦA,ΦB)−ENCHV (ΦA,Φ
′
B)+ENCHV (Φ′A,Φ

′
B)+ENCHV (Φ′A,ΦB) ≤ 2.

(2.20)
Mit dem experimentellen Aufbau lässt sich auch ein solcher Test realisieren.
Da hierfür nur zwei verschränkte Qubits benötigt werden, dient das zweite Photon

dazu, die Polarisation des ersten Photons, welches durch das Interferometer propagiert,
festzulegen. Dazu werden das λ

4
-Plättchen und der Polarisator so eingestellt, dass die

Polarisation des zweiten Photons auf |D〉 gedreht wird. Da die beiden Photonen vor der
Messung des zweiten Photons miteinander verschränkt waren, be�ndet sich Photon 1
nun ebenfalls im Zustand |D〉. Nach dem PBS im Interferometer lässt sich der Zustand
des ersten Photons durch

Ψ′ =
1√
2

(|H〉1 |a〉1 + |V 〉1 |b〉1) (2.21)

beschreiben. Die Detektionswahrscheinlichkeit berechnet sich äquivalent wie in 2.4.2
zu

PA,B(ΦA,ΦB) = |(〈A,ΦA| 〈B,ΦB|) |Ψ′〉 |2

=
1

4
(1− ABsin(ΦA + ΦB)) (2.22)

und damit ergibt sich der Erwartungswert zu

EQM(ΦA,ΦB) = sin(ΦA + ΦB). (2.23)

Setzt man diese Werte in die Bell-CHSH Ungleichung

−2 ≤ S ≤ 2

ein, erkennt man, dass man für die Winkel ΦA = 0, 75π, Φ′A = −0, 75π, ΦB = π
2
und

Φ′B = 0 eine maximale Verletzung der Ungleichung erhält, nämlich |S| = 2
√

2 > 2.

2.6 Zustandstomographie

Die Idee der Zustandstomographie ist es, mehrere Messungen an identisch präpari-
erten Zweiniveausystemen durchzuführen, um durch diese auf den Zustand des Sys-
tems rückschlieÿen zu können. Da das Thema sehr ausführlich in [11] behandelt wird,
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soll hier nur eine kurze Zusammenfassung der zentralen Ergebnisse aufgeführt werden.
Bereits im Jahre 1852 konnte Georg Stokes zeigen, dass man mit vier Parametern
die Polarisation eines Lichtstrahls bestimmen kann [11]. Diese vier Parameter können
durch Messungen der vier Operatoren

µ̂0 = |H〉 〈H|
µ̂1 = |V 〉 〈V |
µ̂2 = |D〉 〈D|
µ̂3 = |R〉 〈R| ,

wobei |R〉 = 1√
2
(|H〉− i |V 〉) rechtszirkular polarisierte Photonen beschreibt, bestimmt

werden. Für die Bestimmung des Zustands zweier Photonen, der in diesem Experi-
ment gemessen wurde, benötigt man 16 Parameter. Diese lassen sich, ähnlich wie für
ein Photon, durch die Messung verschiedener Operatoren µ̂i ⊗ µ̂j an dem Zweiphoto-
nenzustand bestimmen. Diese sechzehn verschiedenen Operatoren und die Zustände
auf die der unbekannte Zustand ρ̂ projiziert wird, sind in folgender Tabelle aufgelistet.

ν µ̂i ⊗ µ̂j Ψν

1 |H〉 〈H| ⊗ |H〉 〈H| |H1〉 |H2〉
2 |H〉 〈H| ⊗ |V 〉 〈V | |H1〉 |V2〉
3 |V 〉 〈V | ⊗ |V 〉 〈V | |V1〉 |V2〉
4 |V 〉 〈V | ⊗ |H〉 〈H| |V1〉 |H2〉
5 |R〉 〈R| ⊗ |H〉 〈H| |R1〉 |H2〉
6 |R〉 〈R| ⊗ |V 〉 〈V | |R1〉 |V2〉
7 |D〉 〈D| ⊗ |V 〉 〈V | |D1〉 |V2〉
8 |D〉 〈D| ⊗ |H〉 〈H| |D1〉 |H2〉
9 |D〉 〈D| ⊗ |R〉 〈R| |D1〉 |R2〉
10 |D〉 〈D| ⊗ |D〉 〈D| |D1〉 |D2〉
11 |R〉 〈R| ⊗ |D〉 〈D| |R1〉 |D2〉
12 |H〉 〈H| ⊗ |D〉 〈D| |H1〉 |D2〉
13 |V 〉 〈V | ⊗ |D〉 〈D| |V1〉 |D2〉
14 |V 〉 〈V | ⊗ |L〉 〈L| |V1〉 |L2〉
15 |H〉 〈H| ⊗ |L〉 〈L| |H1〉 |L2〉
16 |R〉 〈R| ⊗ |L〉 〈L| |R1〉 |L2〉

Hierbei gibt der Zustand |L〉 = 1√
2
(|H〉 + i |V 〉) linkszirkular polarisierte Photonen

an.
Die Zählrate nν für eine bestimmte Messung ist durch

nν = N 〈Ψν |ρ̂|Ψν〉 (2.24)

gegeben, wobei N eine Konstante ist, die vom Photonen�uss und den Detektoref-
�zienzen abhängt. Um aus diesen Messungen den Zustand rekonstruieren zu können,
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benötigt man noch 16 verschiedene Matrizen M̂ν , mit denen man die obigen Zählrat-
en gewichten muss. Diese Matrizen besitzen die Eigenschaft jede beliebige 4x4-Matrix
rekonstruieren zu können.
Des Weiteren haben sie die Eigenschaft, dass

Tr{M̂ν} =

{
1 wenn ν = 1, 2, 3, 4

0 wenn ν = 5, . . . , 16
. (2.25)

Es lässt sich damit zeigen, dass der Parameter N durch

N =
4∑

ν=1

nν (2.26)

gegeben ist. Die Formel, um den Zustand ρ̂ zu rekonstruieren, ergibt sich schlieÿlich
zu

ρ̂ =

16∑
ν=1

M̂νnν

4∑
ν=1

nν

. (2.27)
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3 Das Experiment

3.1 Aufbau der Quelle

Der Aufbau der Quelle ist in Abbildung 3.1 schematisch dargestellt.

BBO's

Polarisator

P
o
la
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s
a
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λ/4

λ/4

YVO

Linse

λ/2

Filter

F
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e
r
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Abbildung 3.1: Aufbau der Photonenquelle, mit der die verschränkten Photonen
erzeugt wurden. Der obere Arm kann wahlweise direkt an einen
Einzelphotonendetektor oder mithilfe einer Singlemodefaser an das In-
terferometer angeschlossen werden.

Als Pumplaser dient ein blauer Halbleiterlaser mit einer zentralen Wellenlänge von
ca. λPump = 402nm. Der Laserstrahl wird mithilfe einer asphärischen Linse kollimiert
und durchläuft anschlieÿend eine Linse, die den Strahl auf die zwei doppelbrechenden
BBO-Kristalle fokussiert. Das λ

2
-Plättchen dient dazu, die Polarisation des Strahls auf

|D〉 zu drehen, damit beide Kristalle mit gleicher Wahrscheinlichkeit gepumpt werden.
Der anschlieÿende Yttrium-Vanadat (Y V O4)-Kristall der Dicke dY V O4 = 200µm dient
dazu, den oben beschriebenen Phasenschub zwischen den beiden Polarisationen |H〉
und |V 〉 zu kompensieren. Damit dieser nur die Phase zwischen |H〉 und |V 〉 verschiebt,
muss seine optische Achse parallel zu |D〉 ausgerichtet werden. Die beiden Filter vor der
Einkopplung hatten eine maximale Transmission bei λ = 805nm mit einer Bandbreite
von ∆λFilter = 7nm. Diese Filter �lterten leider auch den Groÿteil der Koinzidenzen
heraus, da die Quelle Photonen mit einer Bandbreite von ∆λQuelle ≈ (40 - 50)nm
erzeugt. Die Anzahl der gemessenen Koinzidenzen, wenn ein Photon mit dem Interfer-
ometer analysiert wurde, lag somit bei lediglich 15 Koinzidenzen pro Sekunde.
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3.2 Zustandstomographie der Quelle

Um sicher zu gehen, dass die Quelle den gewünschten Zustand |Ψtheo〉 = 1√
2
(|H2〉 |H1〉+

|V2〉 |V1〉) emittiert, wurde eine Zustandstomographie dieses Zustands durchgeführt.
Für diese Messung wurden beide Ausgänge der Quelle direkt an zwei Einzelphotonen-
detektoren angeschlossen, da das Interferometer hier nicht von Nöten war. In Kapitel
2.6 sind die Messbasen für die 16 verschiedenen Messungen angegeben, mit denen der
Zustand tomographisch bestimmt werden kann. Diese wurden der Reihe nach mithilfe
der beiden λ

4
-Plättchen und der Polarisatoren in der Quelle eingestellt. Die folgende

Tabelle gibt die Koinzidenzen an, die in der jeweiligen Basis gemessen wurden.

ν oberer Ausgang unterer Ausgang Koinzidenzen
1 |H〉 |H〉 1062
2 |H〉 |V 〉 53
3 |V 〉 |V 〉 1480
4 |V 〉 |H〉 153
5 |R〉 |H〉 773
6 |R〉 |V 〉 635
7 |D〉 |V 〉 673
8 |D〉 |H〉 766
9 |D〉 |R〉 741
10 |D〉 |D〉 1493
11 |R〉 |D〉 755
12 |H〉 |D〉 464
13 |V 〉 |D〉 1096
14 |V 〉 |L〉 1116
15 |H〉 |L〉 446
16 |R〉 |L〉 1467

Die mit diesen Werten erhaltene Dichtematrix lautet

ρ̂exp ≈


0, 386 −0, 034 0, 058 0, 491
−0, 034 0, 019 0, 004 −0, 034
0, 058 0, 004 0, 056 0, 102
0, 491 −0, 034 0, 102 0, 539

+i·


0 0, 041 0, 060 0, 027

−0, 041 0 −0, 057 −0, 048
−0, 060 0, 057 0 −0, 109
−0, 027 0, 048 0, 109 0


(3.1)

und ist in Bild (3.2) graphisch dargestellt.
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Abbildung 3.2: Graphische Darstellung der bestimmten Dichtematrix. Links ist der
Realteil und rechts der Imaginärteil abgebildet.

Man erkennt eindeutig, dass die Balken (|H〉 |H〉)(〈H| 〈H|) und(|V 〉 |V 〉)(〈V | 〈V |) im
Realteil der Matrix nicht gleich hoch sind. Dies kann an einer fehlerhaften Einkopplung
liegen, da die Zählraten der Photonen in der |H〉 und |V 〉 Basis stark vom Versatz durch
Polarisator und λ

4
-Plättchen abhängig sind. Damit die beiden Balken die gleiche Höhe

besitzen, muss die gleiche Anzahl an |H〉 und |V 〉 Photonen aufgesammelt werden.
Um zu überprüfen wie genau dieser Zustand mit dem theoretisch zu erwarteten Zu-

stand übereinstimmt, wird deren Überlappung bestimmt. Diese wird auch als Fidelity
F bezeichnet und ist hier wie folgt de�niert

F = Tr[ρ̂exp · ρ̂theo], (3.2)

wobei die theoretische Dichtematrix des Zustands durch

ρ̂th = |Ψtheo〉 〈Ψtheo|

=


0, 5 0 0 0, 5
0 0 0 0
0 0 0 0

0, 5 0 0 0, 5

+ i ·


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (3.3)

gegeben ist. Mit diesen Werten erhalten wir eine Fidelity von F = 0, 95. Dieser Wert ist
groÿ genug, um damit die folgenden Experimente erfolgreich durchführen zu können.

3.3 Aufbau des Interferometers

Der Aufbau des Interferometers ist im folgenden Bild schematisch dargestellt.
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Abbildung 3.3: Die Photonen aus dem oberen Ausgang der Quelle tre�en nach den
Polarisationsreglern auf den PBS des Michelson-Interferometers, der
so orientiert ist, dass er horizontal polarisierte Photonen transmittiert
und vertikal polarisierte Photonen re�ektiert. Auf dem BS überlagern
sich die beiden Strahlen aus den räumlichen Moden a und b. Die in den
Detektoren 1 und 2 gemessenen Ereignisse werden durch eine Koinzi-
denzkarte analysiert, welche nur jene Ereignisse akzeptiert, die inner-
halb eines festgelgeten Zeitintervalls geschehen.

Die Photonen aus dem oberen Ausgang der Quelle werden mithilfe einer Singlemode-
faser in das Interferometer eingekoppelt. Dort tre�en sie senkrecht auf die Fläche des
PBS, der so beschichtet ist, dass er horizontal polarisierte Photonen transmittiert und
vertikal polarisierte Photonen re�ektiert. Die beiden Arme des Interferometers werden,
wie oben dargestellt, mit a und b bezeichnet. Beide Strahlen tre�en nach dem PBS
auf Rückre�exionsprismen und überlagern sich anschlieÿend auf einem 50 : 50 BS. Es
sei noch darauf hingewiesen, dass das Rückre�exionsprisma in Arm a, mithilfe eines
Piezokristalls in longitudinaler Richtung, verfahren werden kann. Der BS ist so orien-
tiert, dass die einfallenden Strahlen senkrecht zu seiner Ober�äche stehen. Der Strahl
in Arm a durchläuft zusätzlich ein dünnes Glasplättchen der Dicke d = 1mm. Durch
Verkippen dieses Glasplättchens kann die optische Weglänge in Arm a variiert werden.
Von den beiden Strahlen, die den BS verlassen, wird nur einer betrachtet, da für das
Experiment nur zwei Einzelphotonendetektoren zur Verfügung standen. Um die Po-
larisation des Lichtstrahls zu bestimmen, stehen ein λ

4
-Plättchen und ein Polarisator

zur Verfügung. Anschlieÿend werden die Photonen in eine Singlemodefaser eingekop-
pelt, die an einen Einzelphotonendetektor angeschlossen wird. Für eine detailliertere
Ausführung des Aufbaus und der Abschnitte 3.4.1 und 3.4.2 sei auf die identischen
Abschnitte in [1] verwiesen.
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3.4 Justage des Interferometers

3.4.1 Justage der Strahlüberlappung

Um den Strahlüberlapp justieren zu können, wurde ein Laser der Wellenlänge λ =
806nm an das Interferometer gekoppelt, da mit den einzelnen Photonen aus der Quelle
eine zu geringe Intensität zur Verfügung stand. Des Weiteren wurde eine Kamera direkt
vor der Einkopplung in die Singlemodefaser in den Strahlengang gestellt. Damit kön-
nen die beiden Teilstrahlen aus den beiden Armen betrachtet werden. Variiert man nun
die Armlänge des Arms a periodisch mithilfe des Piezokristalls, kann man ein zeitlich
variierendes Interferenzmuster der beiden Strahlen mit der Kamera beobachten. Die
Strahlen überlappen sich dann perfekt, wenn sich als Interferenzbild ein konzentrischer
Kreis ergibt, der periodisch au�euchtet. Erkennt man Interferenzstreifen, die von oben
nach unten laufen, ist die Höhe der beiden Strahlen nicht aufeinander abgeglichen.
Dies kann man durch Verkippen der beiden Prismen nach vorne oder hinten kompen-
sieren. Sollten die Interferenzstreifen von links nach rechts oder umgekehrt verlaufen,
stimmt die Strahlüberlappung in dieser Richtung nicht überein. Dies lässt sich durch
verschieben des Prismas in Arm b entweder nach links oder rechts kompensieren.

3.4.2 Abgleich der Armlängen

Um die beiden Armlängen aufeinander abzugleichen, wurde wieder die Quelle an das
Interferometer angeschlossen. Des Weiteren wurde die Länge des Arms a wieder mit
einem Piezokristall variiert. Das dadurch entstandene Interferenzsignal wurde mit dem
Einzelphotonendetektor aufgenommen. Verschiebt man das Prisma in Arm a mithilfe
einer Mikrometerschraube, kann man eine Variation der Visiblity

V =
Zählrate(Maximum)− Zählrate(Minimum)

Zählrate(Maximum) + Zählrate(Minimum)
(3.4)

erkennen. Die Armlängen sind dann aufeinander abgeglichen, wenn die Visiblity ihr
Maximum erreicht. In diesem Fall tre�en die Photonen aus Mode a und b innerhalb
eines Zeitintervalls, das kleiner als die Kohärenzzeit tc des Lasers ist, auf dem BS auf.
Je kleiner die Kohärenzzeit des Lasers ist, desto genauer lassen sich also die beiden
Armlängen des Interferometers justieren.

3.4.3 Justage der Polarisation

Wie oben schon erwähnt, emittiert die Quelle Photonen im Zustand
|ΨQuelle〉 = 1√

2
(|HH〉+|V V 〉). Diese Photonen werden in eine Singlemodefaser eingekop-

pelt. Diese ist allerdings nicht polarisationserhaltend und muss deshalb so eingestellt
werden, dass nach der Glasfaser immer noch der Zustand |ΨQuelle〉 ausgekoppelt wird.
Dazu durchläuft die Glasfaser eine Anordnung die aus drei Kammern besteht, in denen
die Glasfaser im Kreis gewickelt ist. Verkippt man diese drei Elemente gegeneinander,
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kann die Polarisation der Photonen, aufgrund der Doppelbrechung des Glasfasermate-
rials, gedreht werden. Die Justage der Polarisation besteht im Wesentlichen aus zwei
Schritten, die solange wiederholt werden, bis die Glasfaser den gewünschten Zustand
auskoppelt.

1. Die Polarisation wird in der Quelle mithilfe des Polarisators und des λ
4
-Plättchens

auf |H〉 und im Interferometer auf |V 〉 eingestellt. Mithilfe der ersten beiden
Kammern wird die Polarisation so gedreht, dass der Detektor nach dem Interfer-
ometer keine Photonen mehr misst. Jetzt kann davon ausgegangen werden, dass
die Faser die Polarisationen |H〉 und |V 〉 erhält, jedoch bleibt unbekannt, ob die
Faser einen Phasenschub zwischen |H〉 und |V 〉 erzeugt.

2. Um den Phasenschub zu kompensieren, wird die Polarisation der Quelle auf |D〉
gestellt und im Interferometer auf |D̄〉 = 1√

2
(|H〉 − |V 〉) eingestellt. Mithilfe der

letzten beiden Kammern wird nun wieder die Faser so gedreht, dass der Detektor
keine Photonen mehr misst. Da man jetzt allerdings nicht mehr davon ausgehen
kann, dass die Faser für |H〉 und |V 〉 noch polarisationserhaltend ist, muss man
zu Schritt 1 zurückkehren.

Die hier beschriebene Methode ist nicht sehr elegant gewählt, da der Justageprozess mi-
tunter sehr lange dauern kann. Diese wurde allerdings gewählt, da die übliche Methode,
bei der man die Phase zwischen |H〉 und |V 〉 durch Verkippen eines doppelbrechenden
Kristalls kompensiert, nicht funktionierte.

3.5 Zustandstomographie des im Interferometer

präparierten Zustands

Um die Funktionstüchtigkeit des Interferometers zu testen wurde als erstes eine Zu-
standstomographie mithilfe eines bekannten Zustands durchgeführt. Als Photonen-
quelle diente die Quelle, die auch später für die Widerlegung der NCHV-Theorien be-
nutzt wurde. Allerdings wurden hier keine Koinzidenzen beobachtet, sondern nur die
Einzelzählraten der aufgesammelten Photonen aus dem oberen Arm der Quelle. Um
den bekannten Zustand zu erhalten, wurde zusätzlich ein Polarisator am Eingang des
Interferometers platziert, der die Eingangspolarisation auf |D〉 dreht. Durch den PBS
wird der Strahl in die beiden räumlichen Moden a und b aufgeteilt. Die Transforma-
tion des Zustands durch den PBS kann so beschrieben werden, dass der transmittierte
Strahl unverändert bleibt und der re�ektierte Strahl einen Phasenschub von Φ = π

2

erfährt [1]. Der Zustand nach dem PBS lässt sich folglich durch

Ψtest =
1√
2

(|H〉 |a〉+ i |V 〉 |b〉) (3.5)
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ν Mode 1 Mode 2 Mode 1 im Experiment Mode 2 im Experiment
1 |H〉 |H〉 |H〉 |a〉
2 |H〉 |V 〉 |H〉 |b〉
3 |V 〉 |V 〉 |V 〉 |b〉
4 |V 〉 |H〉 |V 〉 |a〉
5 |R〉 |H〉 |R〉 |a〉
6 |R〉 |V 〉 |R〉 |b〉
7 |D〉 |V 〉 |D〉 |b〉
8 |D〉 |H〉 |D〉 |a〉
9 |D〉 |R〉 |D〉 1√

2
(|a〉 − i |b〉)

10 |D〉 |D〉 |D〉 1√
2
(|a〉+ |b〉)

11 |R〉 |D〉 |R〉 1√
2
(|a〉+ |b〉)

12 |H〉 |D〉 |H〉 1√
2
(|a〉+ |b〉)

13 |V 〉 |D〉 |V 〉 1√
2
(|a〉+ |b〉)

14 |V 〉 |L〉 |V 〉 1√
2
(|a〉+ i |b〉)

15 |H〉 |L〉 |H〉 1√
2
(|a〉+ i |b〉)

16 |R〉 |L〉 |R〉 1√
2
|a〉+ i |b〉)

Tabelle 3.1: In den Spalten zwei und drei sind die Messbasen, wie sie in [11] de�niert
wurden aufgetragen. Die letzten beiden Spalten geben die Messbasen an,
die in diesem Experiment benutzt wurden.

beschreiben 1. Die mit diesem Zustand zu erwartende Dichtematrix lautet

ρ̂theo2 = |Ψtest〉 〈Ψtest| =


0, 5 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0, 5

+ i ·


0 0 0 0, 5
0 0 0 0
0 0 0 0
−0, 5 0 0 0

 . (3.6)

Tabelle 3.1 zeigt in den Spalten zwei und drei die Reihenfolge wie sie in [11] de�niert
worden ist. Im vorliegenden Fall kann die Analyse nicht durch zwei Polarisatoren, wie
bei der Tomographie der Quelle, durchgeführt werden, da als zweite Mode die räum-
liche Mode des Photons benutzt wird. Die räumlichen Moden, mit denen das Photon
gemessen werden muss, können aus den Polarisationsmoden erhalten werden, indem
man |H〉 durch |a〉 und |V 〉 durch |b〉 ersetzt. Der allgemeine Zustand der räumlichen
Mode lässt sich hier wie folgt angeben

|Ψräuml.〉 =
1√
2

(|a〉+ eiΦ |b〉), (3.7)

1Es mag aufgefallen sein, dass in dem oben erwähnten GHZ Zustand sowie in Gleichung (2.21) der
Phasenschub von i nicht auftritt. Dieser wurde dort weggelassen, da somit die folgende theoretis-
che Beschreibung vereinfacht wurde. Dies ist im obigen Fall erlaubt, da durch eine Drehung des
Glasplättchens dieser Phasenschub kompensiert werden kann und somit keine Rolle mehr spielt.
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an

den senkrechten blauen Strichen geben an, mit welchem Phasenschub
Φ die jeweilige Motorposition assoziiert werden kann.

wobei die Phase Φ, wie schon oben erwähnt, durch Drehung des Glasplättchens verän-
dert werden kann.

Vor jeder Teilmessung wurden die Winkelstellungen des Glasplättchens neu kalibri-
ert, da das Interferometer über längere Zeitskalen nicht phasenstabil ist. In [1] wurde
gezeigt, dass innerhalb von zehn Minuten mit einem durchschnittlichen Phasenschub
von etwa 2, 7% einer vollen Periode gerechnet werden muss. Über die Dauer der
gesamten Messung (ca. 30 Minuten), würde die Phase ohne neues Kalibrieren um
∆Φ = 30° wandern.

Zur Kalibration des Phasenschubs wurden die Photonen in |D〉 analysiert und gle-
ichzeitig das Glasplättchen mithilfe eines Schrittmotors gedreht. Bild 3.4 zeigt solch
eine Kalibrationskurve. Die vier senkrechten Linien geben die jeweiligen relativen
Phasen im Interferometer, die durch das Glasplättchen eingestellt wurden, an.

Für die ersten acht Messungen, in denen jeweils nur die Moden a und b betrachtet
werden sollen, wird der jeweils andere Arm des Interferometers blockiert. Die jeweiligen
Zählraten zu den 16 verschiedenen Projektionen, integriert über eine Sekunde, sind in
der folgenden Tabelle dargestellt.
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ν Mode 1 Mode 2 Zählrate [1/s]
1 |H〉 |a〉 2525
2 |H〉 |b〉 0
3 |V 〉 |b〉 2546
4 |V 〉 |a〉 0
5 |R〉 |a〉 989
6 |R〉 |b〉 1473
7 |D〉 |b〉 1267
8 |D〉 |a〉 1231
9 |D〉 1√

2
(|a〉 − i |b〉) 4853

10 |D〉 1√
2
(|a〉+ |b〉) 2966

11 |R〉 1√
2
(|a〉+ |b〉) 4749

12 |H〉 1√
2
(|a〉+ |b〉) 2463

13 |V 〉 1√
2
(|a〉+ |b〉) 2656

14 |V 〉 1√
2
(|a〉+ i |b〉) 2648

15 |H〉 1√
2
(|a〉+ i |b〉) 2523

16 |R〉 1√
2
|a〉+ i |b〉) 3630

Es muss allerdings noch beachtet werden, dass die Zählraten ab ν = 9 durch zwei
geteilt werden müssen. Dies liegt daran, dass im Gegensatz zu einem Polarisator, der
hier bei den Analysepolarisationen |D〉,|R〉 und |L〉 die Hälfte der ursprünglichen In-
tensität raus�ltert, dies bei der Analyse durch die räumlichen Moden des Interferom-
eters jedoch nicht geschieht. Hier können die Photonen aus beiden Armen ohne Inten-
sitätsverlust detektiert werden. Da die Analyse der Zählraten durch die Matrizen M̂ν ,
wie sie in [11] de�niert wurden, davon ausgeht, dass mit zwei Polarisatoren gemessen
wird, müssen hier die Zählraten ab ν = 9 durch zwei geteilt werden.

Die mit diesen Werten erhaltene Dichtematrix lautet

ρ̂ ≈


0, 498 −0, 006 −0, 006 0, 154
−0, 006 0 −0, 066 −0, 001
−0, 006 −0, 066 0 0, 011
0, 154 −0, 001 0, 011 0, 502

+i·


0 0 −0, 054 0, 46
0 0 −0, 012 0, 039

0, 054 0, 014 0 −0, 01
−0, 46 −0, 039 0, 01 0


(3.8)

und ist im folgenden Bild graphisch dargestellt.
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Abbildung 3.5: Graphische Darstellung der erhaltenen Dichtematrix. Links ist der Re-
alteil der Matrix abgebildet und rechts der Imaginärteil.

Was im Realteil au�ällt, sind die Balken auf der Nebendiagonalen, die nach der
theoretischen Erwartung ebenfalls 0 sein sollten. Dieses Verhalten ist auf den Wert
ν = 16 zurückzuführen, der eine zu hohe Zählrate aufweist. Dies kann daran liegen,
dass sich die Phase während dem Experiment verschoben hat und so zu den erhöhten
Zählraten geführt hat. Eine weitere Erklärung könnte eine ungenaue Einkopplung in die
Glasfaser zum Detektor hin sein. Dies lässt sich dadurch motivieren, dass die Zählraten
ν = 5 und ν = 6 sehr stark voneinander abweichen, obwohl gleiche Zählraten erwartet
werden. Da die so entstandenen Balken symmetrisch auf der Nebendiagonalen liegen,
spielen sie bei der Berechnung der Reinheit und der Fidelity keine Rolle. Für diese
Messung ergibt sich ein Reinheitsgrad R 2 von

R = Tr[ρ̂ · ρ̂] = 0, 99. (3.9)

Der Zustand entspricht also fast einem reinen Zustand. Die Fidelity F ergibt hier
einen Wert von F = 0, 96, was ebenfalls ein relativ guter Wert ist, da man für eine
perfekte Übereinstimmung zwischen theoretischer und gemessener Matrix den Wert
F = 1 erhält. Auf eine Fehlerberechnung soll hier verzichtet werden, da diese den
Rahmen dieser Arbeit übersteigt.

3.6 Messungen zur Widerlegung NCHV-Theorien

Bei den folgenden Messungen wurde der Aufbau wie in Bild 2.2 verwendet. Insbeson-
dere sei darauf hingewiesen, dass für diese Experimente jetzt die Koinzidenzen zwischen

2Zur Erinnerung: für einen reinen Zustand muss gelten, dass Tr[ρ̂ · ρ̂] = Tr[ρ̂] = 1 ist.
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den beiden verschränkten Photonen betrachtet werden. Des Weiteren wurden das λ
4
-

Plättchen und der Polarisator aus dem oberen Arm der Quelle entfernt, da die Analyse
dieser Photonen nach dem Interferometer durchgeführt wird.

3.6.1 Widerlegung von NCHV-Theorien mithilfe eines

GHZ-Zustands

Wie in Kapitel 2 beschrieben, lässt sich der Zustand des Gesamtsystems nach dem PBS
durch ΨGHZ = 1√

2
(|H2〉 |H1〉 |a1〉 + |V2〉 |V1〉 |b1〉) |l2〉 beschreiben. Es sei noch einmal

erwähnt, dass die Koinzidenzwahrscheinlichkeit dieser Photonenpaare durch

PA,B,C(ΦA,ΦB,ΦC) =
1

8
[1 + ABC sin(ΦA + ΦB + ΦC)]

gegeben ist. Da für dieses Experiment nur zwei Detektoren zur Verfügung standen,
wurde nur der Ausgang A = +1 am Interferometer betrachtet. Die Messung an nur
einem Detektor ist ausreichend, um PA,B,C(ΦA,ΦB,ΦC) zu messen, da die Wahrschein-
lichkeit für feste Winkel ΦA,ΦB,ΦC das Ereignis A = +1, B = +1, C = +1 zu detek-
tieren die gleiche ist, wie für A = −1, B = −1, C = +1. Folglich ergibt sich der
gemessene Erwartungswert aus Gleichung (2.14) zu

EQM(ΦA,ΦB,ΦC) = P1,1,1(ΦA,ΦB,ΦC) + P1,−1,−1(ΦA,ΦB,ΦC) + P−1,1,−1(ΦA,ΦB,ΦC)

+ P−1,−1,1(ΦA,ΦB,ΦC)− P−1,1,1(ΦA,ΦB,ΦC)− P1,−1,1(ΦA,ΦB,ΦC)

− P1,1,−1(ΦA,ΦB,ΦC)− P−1,−1,−1(ΦA,ΦB,ΦC)

= 2 · P1,1,1(ΦA,ΦB,ΦC) + 2 · P1,−1,−1(ΦA,ΦB,ΦC) (3.10)

− 2 · P1,−1,1(ΦA,ΦB,ΦC)− 2 · P1,1,−1(ΦA,ΦB,ΦC).

Da bei der eigentlichen Messung der Korrelationswerte EQM(π
2
, 0, 0), EQM(0, π

2
, 0),

EQM(0, 0, π
2
) und EQM(π

2
, π

2
, π

2
) fehlerhafte Messbasen gewählt wurden, konnten die Er-

wartungswerte nicht durch Messung der einzelnenWahrscheinlichkeiten PA,B,C(ΦA,ΦB,ΦC)
erhalten werden 3. Es wurde allerdings die Abhängigkeit der Koinzidenzraten von ΦA

aufgenommen, aus denen man die Erwartungswerte ableiten kann. Die Polarisatoren
waren dabei sowohl in der Quelle als auch im Interferometer auf |D〉 eingestellt. In
Bild 3.6 sind die Koinzidenzen für die jeweiligen Winkelstellungen ΦB und ΦC in Ab-
hängigkeit von ΦA aufgetragen.

3Die obige Betrachtung des Erwartungswertes wird aber im nächsten Kapitel noch einmal benutzt
werden.
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Abbildung 3.6: Koinzidenzzählraten für feste Phaseneinstellungen ΦB und ΦC in Ab-
hängigkeit von ΦA.

Um die Erwartungswerte aus diesen Funktionen bestimmen zu können, betrachten
wir noch einmal die Zustände |A,ΦA〉 ,|B,ΦB〉 und |C,ΦC〉 und führen dort allgemeine
Amplituden zwischen |H〉 und |V 〉 ein. Dadurch lassen sich die Zustände nun wie folgt
beschreiben

|A,ΦA〉 = (iβAeiΦA |a1〉+ α |b1〉) (3.11)

|B,ΦB〉 = (γ |V1〉+ δBeiΦB |H1〉) (3.12)

|C,ΦC〉 = (ε |V2〉+ ξCeiΦC |H2〉), (3.13)

wobei gelten muss, dass α2 + β2 = γ2 + δ2 = ε2 + ξ2 = 1 und 0 ≤ α, β, γ, δ, ε, ξ≤ 1 ist.
Berechnet man mit diesen nun die Wahrscheinlichkeit analog zu Kapitel 2.4.2, erhält
man

PA,B,C(ΦA,ΦB,ΦC) =
1

2
((δβξ)2+(αγε)2+2ABC ·sin(ΦA+ΦB+ΦC)·αβγδεξ). (3.14)

Daraus lässt sich der Erwartungswert zu

EQM(ΦA,ΦB,ΦC) = 8αβγδεξ · sin(ΦA + ΦB + ΦC)

= V · sin(ΦA + ΦB + ΦC) (3.15)

bestimmen. Den Wert V wollen wir die Visibility des Erwartungswertes nennen. Für
diese Visibility gilt, dass 0 ≤ V ≤ 1 ist und kann somit mit der Visibility, die weiter
oben de�niert wurde gleichgesetzt werden. Um aus den gemessenen Winkelfunktionen
den Erwartungswert zu erhalten, müssen zuerst die Visibilities der Kurven aus Bild
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3.6 bestimmt werden. Dazu wurden an alle vier Kurven verschiedene Funktionen der
Art

F (x) = Af [1− Vfsin(ff · x+ cf )] (3.16)

ge�ttet. Hierbei gibt Af den Fitparameter für die Amplitude, VF den Parameter für
die Visibility, ff den Parameter für die Frequenz und cf den Parameter für die Phasen-
verschiebung an. Die ge�tteten Kurven sind zusammen mit den Koinzidenzen in Bild
3.7 dargestellt.
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Abbildung 3.7: Ge�ttete Kurven an die gemessenen Koinzidenzzählraten aus Bild 3.6.

Die dabei benutzten Fitparameter für die Visibility, die Frequenz und den Phasen-
schub sind in der folgenden Tabelle angegeben. Die Werte der Amplitude wurden nicht
mit angegeben, da sie für die weitere Betrachtung nicht von Belang sind. Die Fehler der
Frequenz und der Phasenverschiebung wurden ebenfalls nicht mit angegeben, da die
durch die Phaseninstabilität des Interferometers entstandenen Fehler, diese bei weitem
übersteigen.

Basis |Vf | Fehler von Vf ff [1/mm] cf

(ΦA, 0,
π
2
) 0, 83 ±0, 08 7014 −1, 70

(ΦA,
π
2
, 0) 0, 71 ±0, 05 7127 −1, 65

(ΦA, 0, 0) 0, 76 ±0, 05 6746 −0, 38
(ΦA,

π
2
, π

2
) 0, 93 ±0, 12 6987 0, 02

Tabelle 3.2: Erhaltene Fitwerte der Fitfunktion F (x) = Af [1− Vfsin(ff · x+ cf )] für
die vier unterschiedlichen Basen, mit denen eine Verletzung der Nichtkon-
textualität gezeigt werden kann.

Diese Koinzidenzfunktionen haben dieselbe Struktur wie der quantenmechanische
Erwartungswert EQM(ΦA,ΦB,ΦC). Der einzige Unterschied ist die zu groÿe Amplitude.
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Ersetzt man allerdings in der Fitfunktion die Amplitude Af durch die Visibility und
verschiebt die ganze Funktion um -1 in y-Richtung, erhält man dadurch

E(x) = −Vfsin(ff · x+ cf ). (3.17)

Diese Kurven haben nun exakt die gleiche Form wie der Erwartungswert in Gleichung
(3.15) und sind im folgenden Bild graphisch dargestellt.
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Abbildung 3.8: Die aus den ge�tteten Funktionen bestimmten Erwartungswerte sind
in Abhängigkeit der Phase ΦA dargestellt. Die beiden senkrechten Lin-
ien geben die Phase an, bei denen die Erwartungswerte eine maximale
Verletzung der Nichtkontextualität erreichen.

Um die Erwartungswerte an der richtigen Stelle abzulesen, müssen die Winkel ΦA =
0 und ΦA = π

2
bestimmt werden. Dazu wurde die blaue Kurve mit den Winkeleinstel-

lungen ΦB = π
2
und ΦC = 0 gewählt. Laut Gleichung (3.15) erwartet man bei dieser

Funktion bei einen Phasenschub von ΦA = π
2
einen Nulldurchgang und für ΦA = 0

ein Maximum. Diese beiden Stellen sind durch die zwei senkrechten Linien in Bild
3.8 verdeutlicht. Setzt man diese Werte für x in Gleichung (3.17) mit den jeweiligen
Fitparametern der Basis aus Tabelle 3.2 ein, erhält man:

E(
π

2
, 0, 0) ≈ 0, 65

E(0,
π

2
, 0) ≈ 0, 71

E(0, 0,
π

2
) ≈ 0, 82

E(
π

2
,
π

2
,
π

2
) ≈ −0, 93

Was sofort au�ällt ist, dass die erwarteten Korrelationswerte von maximal ±1 nicht
erreicht wurden. Dies liegt zum einen an nicht perfekten Komponenten, z.B. emit-
tiert die Quelle, wie oben gesehen, keinen perfekten theoretischen Zustand. Zum an-
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deren sind die optischen Komponenten, aus denen die Quelle und das Interferome-
ter aufgebaut sind, ebenfalls nicht fehlerfrei. Auÿerdem kommen noch Fehler bei der
Justage des Strahlüberlapps im Interferometer, sowie Fehler bei den Einstellungen der
Analysepolarisation und des λ

4
-Plättchens hinzu. Aus diesem Grund kann der Wider-

spruch zwischen der Quantenmechanik und NCHV-Theorien nicht direkt aus obigen
Erwartungswerten abgelesen werden.
Allerdings lässt sich, wie für den Belltest mit zwei Qubits, eine Ungleichung mit drei

Qubits herleiten, welche die Erwartungswerte erfüllen müssen, damit keine Verletzung
der Nichtkontextualität auftritt. Die Ungleichung sieht in diesem Fall wie folgt aus[9]

−2 ≤ ENCHV (
π

2
,
π

2
,
π

2
)− ENCHV (

π

2
, 0, 0)− ENCHV (0,

π

2
, 0)− ENCHV (0, 0,

π

2
) ≤ 2.

(3.18)
Setzt man obige Werte von E(π

2
, 0, 0),E(0, π

2
, 0) und E(0, 0, π

2
) in die Ungleichung ein,

erhält man einen Wert von -2, 17±0, 11 und folglich muss der Wert ENCHV (π
2
, π

2
, π

2
) =

0, 17±0, 11 betragen, damit die Ungleichung erfüllt bleibt. Der gemesseneWert E(π
2
, π

2
, π

2
) =

−0, 93± 0, 12 steht allerdings im kompletten Widerspruch zum erwarteten Wert.

Fehlerbetrachtung

Da die so bestimmten Erwartungswerte eine Abschätzung der tatsächlich zu messenden
Werte sind, soll hier nur eine grobe Fehlerabschätzung durchgeführt werden. In Tabelle
3.2 sind die Fehler der einzelnen Visibilitys angegeben, die das Programm zum Fitten
der Kurven errechnet hat. Da wir bei allen vier Kurven die Werte mehr oder weniger aus
einem Extremum entnehmen, ergeben sich die Fehler der einzelnen Erwartungswerte
zu

E(
π

2
, 0, 0) = 0, 65± 0, 05 (3.19)

E(0,
π

2
, 0) = 0, 71± 0, 05 (3.20)

E(0, 0,
π

2
) = 0, 82± 0, 08 (3.21)

E(
π

2
,
π

2
,
π

2
) = −0, 93± 0, 12 (3.22)

Daraus ergibt sich der absolute Fehler des zu bestimmenden Erwartungswertes
ENCHV (π

2
, π

2
, π

2
) zu

∆ENCHV (
π

2
,
π

2
,
π

2
) =

√
(∆E(

π

2
, 0, 0))2 + (∆E(0,

π

2
, 0))2 + (∆E(0, 0,

π

2
))2 (3.23)

=
√

(0, 05)2 + (0, 05)2 + (0, 08)2 (3.24)

≈ 0, 11 (3.25)

und somit ENCHV (π
2
, π

2
, π

2
) = 0, 17 ± 0, 11. Trotz diesem relativ groÿ abgeschätzten

Fehler ergibt sich immer noch ein groÿer Unterschied zum gemessenenWert E(π
2
, π

2
, π

2
) =

−0, 93± 0, 12.
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Man erkennt zusätzlich, dass die grüne Kurve im Gegensatz zu den anderen Kurven
leicht auÿer Phase ist. Dies liegt an der in Kapitel 3.5 beschriebenen Phaseninstabilität
des Interferometers.

3.6.2 Verletzung der Nichtkontextualität mithilfe einer

Bell-CHSH-Ungleichung

Bei dieser Messung ist, wie in Kapitel 2.5 bereits erwähnt nur das Photon nötig, welches
durch das Interferometer propagiert. Da das Photon allerdings im Zustand

|Ψin〉 = |D〉 (3.26)

in das Interferometer eintreten soll, muss dieser Zustand durch das zweite Photon des
verschränkten Photonenpaares festgelegt werden. Da der Zustand der Photonen in der
Quelle durch

ΨQuelle =
1√
2

(|H2〉 |H1〉+ |V2〉 |V1〉) (3.27)

gegeben ist, kann durch eine Projektion des zweiten Photons auf |D〉 die Polarisation
des ersten ebenfalls auf |D〉 festgelegt werden. Da hier ebenfalls nur ein Ausgang des
Interferometers betrachtet werden kann, ergibt sich der Erwartungswert, ähnlich wie
in Gleichung (3.10), zu

EQM(ΦA; ΦB) = 2 · P1,1(ΦA,ΦB)− 2 · P1,−1(ΦA,ΦB) (3.28)

wobei hier die Detektionswahrscheinlichkeit nur noch von A, B, ΦA und ΦB abhängt.
Bild 3.9 zeigt die Koinzidenzen für die verschiedenen Phasen ΦB und die dazugehöri-
gen Analysepolarisationen in Abhängikeit der Phase ΦA. Die Winkelpositionen des
Glasplättchens, für die eine maximale Verletzung der Bell-CHSH Ungleichung erreicht
werden kann, sind durch die zwei senkrechten Linien gekennzeichnet.
Um die Motorposition für die Winkelstellungen ΦA = ±0, 75π zu bestimmen wurde

vor der eigentlichen Messung noch einmal eine Kalibrationskurve, mit den Einstellun-
gen ΦB = 0 und einer Analysepolarisation in |D〉 aufgenommen, um aus dieser, ähnlich
wie in Kapitel 3.5, die beiden Werte für ΦA zu bestimmen.
Die folgende Tabelle zeigt die aufgenommenen Zählraten in den jeweiligen Messbasen

und die damit errechneten Erwartungswerte.

K1,1 K1,−1 E(ΦA; ΦB)

ΦA = 0, 75π, ΦB = 0 95 27 0, 56± 0, 05
ΦA = 0, 75π, ΦB = π

2
46 96 -0, 35± 0, 04

ΦA = −0, 75π, ΦB = π
2

16 118 -0, 76± 0, 04
ΦA = −0, 75π, ΦB = 0 22 91 -0, 61± 0, 05

Setzt man diese Werte nun in die Bell-CHSH-Ungleichung (2.20) ein, erhält man
einen Wert von S = −2, 28± 0, 09 < −2.
Es kann also auch mit dem Belltest eine eindeutige Verletzung der Nichtkontextu-

alität erreicht werden.
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Abbildung 3.9: Koinzidenzzählraten für feste Phaseneinstellungen ΦB in Abhängigkeit
der Phase ΦA. Die Messpunkte an den beiden senkrechten Linien führen
zu einer Verletzung der Bell-CHSH Ungleichung.

Fehlerbetrachtung

Der absolute Fehler der Photonenzählrate ist wie folgt de�niert

∆K =
√
K. (3.29)

Die Fehlerrechnung soll für den Wert E(0, 75π; 0) durchgeführt werden, die anderen
Fehler berechnen sich analog zu diesem.

E(0, 75π; 0) =
136± 11, 66

244
= 0, 557± 0, 045 ≈ 0, 56± 0, 05 (3.30)

Für die anderen Erwartungswerte ergibt sich, wie bereits in obiger Tabelle erwähnt:
E(0, 75π; π

2
) = −0, 35 ± 0, 04, E(−0, 75π; π

2
) = −0, 76 ± 0, 04 und E(−0, 75π; 0) =

−0, 61± 0, 05.
Der Fehler des Bellparameters S ergibt sich zu

∆S =

√
(∆E(0, 75π;

π

2
))2 + (∆E(0, 75π, 0))2 + (∆E(−0, 75π, 0))2 + (∆E(−0, 75π,

π

2
))2

=
√

2(0, 05)2 + 2(0, 04)2 ≈ 0, 09 (3.31)
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4 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit konnte gezeigt werden, dass es möglich ist, trotz der relativ kurzen
Stabilitätszeit des Interferometers, eine Zustandstomographie des präparierten vierdi-
mensionalen Zustands mit einer Fidelity von F = 0, 96 zu erhalten. Durch eine the-
oretische Behandlung des Interferometers stellte sich heraus, dass dieser Wert dem
Maximum sehr nahe ist, welches man mit diesem Aufbau erreichen kann. Dies liegt
vor allem daran, dass die Rückre�exionsprismen die Polarisation der einfallenden Pho-
tonen leicht drehen. Desweiteren spaltet der BS die ankommenden Strahlen nicht in
einem perfekten 50 : 50 Verhältnis auf und der PBS ist ebenfalls nicht fehlerfrei.
Des Weiteren war es möglich, trotz der geringen Anzahl an Koinzidenzen und den

relativ kurzen Messzeiten, mithilfe eines Belltests und einer Messung mit einem GHZ-
Zustand, einen Widerspruch zwischen NCHV-Theorien und der Quantenmechanik
aufzuzeigen.
Mithilfe des Belltests konnte ein Bellparameter von |S| = 2, 28± 0, 09 erreicht wer-

den. Dieser liegt innerhalb seiner Fehlergrenzen über zwei und ist somit ausreichend,
um eine Verletzung der Nichtkontextualität zu zeigen, allerdings liegt er aber auch
deutlich unter dem maximal erreichbaren Wert von |S| = 2

√
2.

Gleiches gilt auch für die Messung, die mit einem GHZ-Zustand durchgeführt wurde,
bei der ebenfalls eine Verletzung der Nichtkontextualität gezeigt werden konnte. Die
erreichten Erwartungswerte liegen jedoch ebenfalls deutlich unter den maximal er-
reichbaren Werten. Dies liegt an den zum Teil sehr niedrigen Visibilitys, die die Kali-
brationskurven hatten, aus denen die Erwartungswerte bestimmt wurden.
Um die Fehler bei den einzelnen Messungen zu minimieren, wäre es notwendig, die

Tests mit einer gröÿeren Anzahl an Koinzidenzen durchzuführen.
Sollte das Interferometer für weitere Anwendungen benutzt werden, die eine längere

Stabilität des Interferometers benötigen, wäre eine aktive Stabilisierung oder zumind-
est eine Unterbringung auf einem schwingungsgedämpften Tisch unumgänglich.
Will man auf eine aktive Stabilisierung verzichten, wäre eine weitere Möglichkeit,

das Interferometer durch ein intrinsisch stabiles Sagnac-Interferometer zu ersetzen [12].
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