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Brain, n. An apparatus with which we think that we think...
-The Devil’s Dictionary (1911)

When I hear about Schrédinger’s cat, I reach for my gun.

-Stephen Hawking



1 Einleitung

Mit der Entdeckung und Formulierung der Quantentheorie im Laufe des letzten Jahrhun-
derts entstand eine vollig neue und kontraintuitive Sichtweise der physikalischen Realitét,
die auch eine Fiille an technologischem Fortschritt mit sich brachte. Prominente Beispie-
le dafiir, wie etwa Dense Coding und Teleportation, finden sich vor allem im Bereich
der Quantenkommunikation, -kryptographie und des Quantencomputing. Eine zentrale
Ressource fiir viele dieser Anwendungen ist die von E. Schrédinger getaufte Verschrin-
kung [Sch35], welche 1935 A. Einstein, B. Podolski und N. Rosen zur Formulierung ihres
berithmten EPR-Paradoxons bzgl. der Unvollstdndigkeit der Quantenmechanik veranlas-
ste [EPR35]. Die Diskussion um die damit aufgekommenen Zweifel wurde erst im Jahre
1964 von J. Bell wieder aufgegriffen. Er konnte zeigen, dass die intuitiven Forderungen
von EPR an jede physikalische Theorie experimentell {iberpriifbare Konsequenzen nach
sich ziehen, die sich in den bekannten Bell-Ungleichungen manifestieren [Bel]. Die Ver-
schrénkung erfahrt seitdem ein besonderes Mafl an Aufmerksamkeit, insbesondere ihre

kohérente Erzeugung und deren Nachweis im Experiment.

Das Ziel dieser Arbeit ist nun die experimentelle Erzeugung eines mit sich selbst ver-
schrénkten Photons in einem Sagnac-Interferometer. Neben Aufbau und Justage besteht
die Hauptaufgabe vor allem in der Einschitzung der Giite der Versuchsanordnung. Dazu
muss einerseits die Qualitdt des Préaparationsprozesses und Stabilitét des Interferometers

iiberpruft sowie andererseits dessen Effizienz bestimmt werden.

Der Text gliedert sich in drei Teile. Zunéchst werden im ersten Kapitel die wichtigsten
theoretischen Grundlagen, Notationen und Methoden zur Einschatzung der Giite des
Interferometers eingefithrt. Daran anschliefend folgt eine Beschreibung des Versuches
sowie der relevanten Messungen. Im letzten Teil der Arbeit werden die wichtigsten Er-
gebnisse noch einmal zusammengefasst und ein Ausblick auf potentielle Erweiterungen

gegeben.



1 Einleitung




2 Quantenmechanik der Qubits

2.1 Beschreibung von Qubit-Zustanden

Der Begriff ’Qubit’ wurde 1995 von B. Schumacher in seiner Veréffentlichung [Sch95]
geprigt und beschreibt das quantenmechanische Aquivalent zum klassischen Bit. Ein
Quantenbit kann durch ein beliebiges Zweiniveau-System realisiert werden, das jedoch
im Gegensatz zum klassischen Bit neben den Werten 0 und 1 auch beliebige Superpostio-
nen daraus annehmen kann. Bekannte Beispiele solcher Qubits sind die Energieniveaus
von Atomen bzw. Ionen und die Polarisation von Photonen.

Photonen sind (ruhe-)masselose Spin-1-Bosonen, die drei entartete Spin Eigenzustande
mit Richtungsquantenzahlen 41,0 und —1 besitzen. Es ist bekannt, dass diese jedoch
nur zwei zueinander orthogonale Polarisationen (und beliebige Superpositionen daraus)
aufweisen kénnen. Will man Letztere mit den Spin-Einstellungen identifizieren, so stellt
sich die Frage, warum es dann nicht auch drei (paarweise orthogonale) Polarisationen
gibt.

Eine mathematische Betrachtung freier elektromagnetischer Felder in kovarianter For-
mulierung zeigt jedoch, dass bei gegebener Ausbreitungsrichtung nur zwei Helizitéts-
einstellungen des Spins auftreten konnen, ndmlich +1 und —1. Letztere konnen mit
rechts- bzw. linkszirkularer Polarisation identifiziert werden, die durch geeignete Super-
postion beliebige andere Einstellungen, wie zum Beispiel lineare oder elliptische Polari-
sation, erzeugen. Damit spannen sie einen zweidimensionalen Hilbertraum H, auf, der
als Quantenbit interpretiert werden kann.

2.1.1 Photonen als Quantenbits
Polarisation als Zweiniveau-System

Fir die weiteren mathematischen Betrachtungen wird die iibliche Dirac- bzw. Zeilen-
Spalten-Notation verwendet.

Jeder Polarisationszustand |¥) € H; eines Photons kann als Linearkombination bzgl.
einer Basis ausgedriickt werden. Im Folgenden wird dafiir die sog. Z-Basis (engl. 'com-
putational basis’),

|H>E<(1)> , |V>E® . (H[V) =0, (2.1)
HYV H)YV

verwendet [Wol08|. Es entsprechen dabei |H) horizontaler und |V') vertikaler Polarisati-
on. Die Indizes der Spaltenvektoren geben die jeweils zugrundeliegende Basis an.
Ein beliebiger Qubit-Zustand |¥) € Hy kann damit ganz allgemein als

|U) = a|H)+B|V) mit a,€C und |of*+ |8 =1, (2.2)

dargestellt werden. Wichtige Spezialfille aus der Praxis sind diagonale (Plus) bzw. an-
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Abbildung 2.1: Blochkugel, Poincaré-Sphére in der logischen Notation |[0) = |H) und [1) = |V). Die
Kugeloberfliche reprisentiert den Hilbertraum eines Qubits. Ein Zustand |¥) 9. kommt durch eine
#-Drehung um die R/L-Achse und eine ¢-Rotation um die H/V-Achse zustande [Kie07]. (Abbildung
entnommen aus [Tro07, s. 6]).

tidiagonale (Minus),
1 1

= — (|H + V , —) =
7 (Y +1V)), [-)

sowie links- und rechtszirkulare Polarisation:

_ L

V2

+) (1) =1V)), (2.3)

S

2

_ 1

L) 3

(IH) +i|V)), [R) (1H) =i [V)). (2.4)

Zur Veranschaulichung der Qubit-Zustande lésst sich aus (2.2) eine geometrische Dar-
stellung ableiten. Mit Hilfe der Polardarstellung komplexer Zahlen ergibt sich zunéchst,
dass

W) = a|H) + B[V} = (la| [H) + |B] /s =9) V) ) " (25)

Die globale Phase i¢, kann ignoriert oder gleich Null gesetzt werden', sodass der Zu-
stand nunmehr durch die zwei Parameter |a| bzw. || und ¢ eindeutig bestimmt ist.
Mit ¢o = 0, ¢ = ¢ sowie den naheliegenden Definitionen || = cos(0/2), |3| = sin(6/2)
erhilt man [Kie07]:

[W)g s = cos (g) |H) + sin (g) e?|V), 6=2arctan <|ﬁ|> . (2.6)
Dabei sind 6 € [0,7] und ¢ € [0,27]. Die Gesamtheit aller moglichen Zustédnde (und
Operationen) lésst sich mithilfe von (2.6) sehr anschaulich in der Bloch- bzw. Poincaré-
Sphire représentieren (s. Abb. 2.1), wobei der Vektor |¥), , einem Punkt auf der Kuge-
loberflache entspricht. Bei dieser geometrischen Darstellung ist jedoch zu beachten, dass
globale Phasen - die jedoch ohnehin keine physikalische Relevanz besitzen - nicht mehr
erkennbar sind.

"Der (reine) Zustand |¥) € H, ist genau genommen nur ein beliebiger Reprisentant der Aquivalenz-
Klasse [¥] = {e' |W) : ¢ € [0,27]}.
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Realisierung eines Qubits mit rdumlichen Photon-Moden

Wie anfangs erwéihnt ist die Polarisation lediglich eine Moglichkeit zur Realisierung
eines Qubits. Ist ein Photon hinsichtlich seiner Bewegungsfreiheit durch experimen-
telle Gegebenheiten auf wohldefinierte Pfade beschriankt, so lasst sich damit ebenfalls
ein Zweiniveausystem simulieren [Tha05]. Prominente Beispiele hierfiir sind das Mach-
Zehnder-, Michelson- und Sagnac-Interferometer. Hierbei werden dem Photon mithilfe
eines Beamsplitters zwei 'Propagations-Pfade’ angeboten. Die zugehorige Messstatistik
lasst sich im Rahmen des Dirac-Formalismus beschreiben, indem beide Wege mit den

Basis-Zustanden
1 0
la) = <0> , ) = <1> , ({alb) =0 (2.7)
a7b a,b

identifiziert werden. Diese Vektoren spannen den zweidimensionalen Hilbert-Raum der
"Raummoden’ H,, auf, welcher als Reprisentant eines Qubits aufgefasst werden kann.
Nach einem 50:50-Strahlteiler ergibt sich zum Beispiel der Zustand

1 1 (N 0
ﬁ (|a> i |b>) - ﬁ (<O>a7b i <1>a,b> ’

mit gleichen Detektionswahrscheinlichkeiten in beiden Armen.

Zusammengesetzte Systeme

Die bisherigen Betrachtungen sollen nun auf Systeme erweitert werden, die aus mehreren
Qubits bestehen. Der zugehorige gemeinsame Zustandsraum H entsteht durch Tensor-
produktbildung iiber die beteiligten Teilsysteme #H; [Wol08]:

N
H=QM;, dimH=2". (2.8)
i=1

Es kann sich dabei um ein Vielteilchensystem oder um die Freiheitsgrade eines einzelnen
Teilchens handeln. In (2.8) wurde dabei bereits implizit angenommen, dass die Qubits
untereinander unterscheidbar, also nummerierbar sind [Kie07]. Wahlt man in jedem H;

noch eine Basis {|¢E}})}, so kann ein beliebiger Zustand |¥) € H als Linearkombination

|\Ij> = Z Cay,az,....an |¢((111)> |¢((122)> T |¢((111V\7)> ,oa;=1,2, (2-9)

Al ,aN

mit eindeutigen Entwicklungskoeffizienten ausgedriickt werden.

Das fiir diese Arbeit relevante Zwei-Qubit-System besteht aus einem Photon, das
einen Polarisations- sowie einen raumartigen Freiheitsgrad aufweist. Der zugehorige Hil-
bertraum ergibt sich demnach mit (2.1) bzw. (2.7) zu

H ="M, @ H,, (2.10)

wobei H, = span{|a), |b)} und Hs = span {|H),|V)}. Man erhélt insgesamt einen vier-
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dimensionalen Hilbertraum mit der Tensorproduktbasis

1 0 0 0
= [ 1w =[] e =] =]
0 0 0 1
und allgemeinen Zustdnden der Form
) = H) |a) + B H) b) +7[V) o) +51V) |5 (2.11)

2.1.2 Qubit-Observablen und -Transformationen

Jede Observable wird reprisentiert durch einen hermiteschen Operator O, dessen Spek-
traldarstellung die Menge aller mdoglichen Ergebnisse in Form der Eigenwerte und -
zustande angibt. Durch den Messvorgang wird der Systemzustand | W) mit einer gewissen
Wabhrscheinlichkeit (irreversibel) in einen dieser Eigenzusténde projiziert. Die zugehorige
Wabhrscheinlichkeitsverteilung ergibt sich aus der Entwicklung von |W¥) in die Eigenba-
sis von O [NC10]. Eine Vielzahl solcher Messungen an identisch préiparierten Systemen
fiihrt auf den Erwartungswert:

(0)y = (V[O|V).

Fiir polarisierte Photonen wurden im Abschnitt 2.1.1 die drei Basen Plus/Minus (2.3),
R/L (2.4) sowie H/V (2.1) eingefiihrt. Die korrespondierenden Observablen sind die
Pauli-Matrizen &1, 62 und &3 mit Eigenwerten +1, deren Spektraldarstellungen (Zerle-
gung in Projektoren) gegeben sind durch [Kie07]:

m:(ﬁ’ (1)>HV=|+> = 1=) (-1, (2.12)

&F(? ;f) = L) (]~ |R) (RI. (213)
H\V

a—3=<}) _01) = |H) (H| - V) (V]. (2.14)
H\V

Neben projektiven Messungen kénnen Qubits auch durch unitédre Transformationen in
andere Zustédnde tibergefithrt werden. Diese Prozesse sind per Definition reversibel und
korrespondieren mit Rotationen auf der Blochkugel. Zum Beispiel vermittelt 67 eine 180°
Drehung um die +/- Achse:

G1|H)=|v) L TNV = |H).

Entscheident ist, dass jede beliebige Observable O oder unitire Transformation als Li-
nearkombination der Pauli-Matrizen (und der Identitit 6o = 1),

A1 3 ap+as a; —iag
== Y 6| = . 2.1
0 2 <aOUO + Z aﬂ’) <a1 +iay ag—az ) ’ (2.15)

i=1
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ausgedrickt werden kann [Tha(5]. Diese Darstellung ist in Analogie zur Entwicklung
eines Vektors in Basisvektoren zu verstehen. Die Koeffizienten erhalt man durch Spur-
bildung (Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt?):

a =1tr0 | ai:tr(éﬁi), i=1,2,3. (2.16)

Fiir zusammengesetzte Systeme, wie zum Beispiel H = H, ® H, nach (2.11), ergeben
sich die entsprechenden Operatoren wieder durch Tensorproduktbildung [Wol08]:

e O wirkt nur auf H,: Ol ®1,
e Oy wirkt nur auf H,: 1, @ O,
e 01, Oy wirken auf H, und H,: 012 O,

2.1.3 Qubit-Ensembles

In der Praxis ist es nicht immer moglich, einen bestimmten reinen Zustand fiir ein Quan-
tensystem anzugeben - etwa, weil mehrere verschiedene |¥;) € H mit gewissen Wahr-
scheinlichkeiten p; (i = 1,..., k) auftreten kénnen.®> Man spricht in solchen Fillen von
gemischten Zustdnden bzw. von einem statistischen Ensemble. Zur mathematischen Be-
schreibung solcher Systeme dient ein allgemeinerer Formalismus, bei dem an Stelle von
Zustandsvektoren lineare Operatoren (Dichtematrizen) verwendet werden [Wol08]. Diese
bilden in Analogie zu den herkémmlichen Hilbertvektoren (bzgl. der Hilbert-Schmidt-
Norm) eine Kugel im zugehorigen Operatorraum B(H) und konnen wegen ihrer reicheren
inneren Struktur mehr Informationen iiber das System enthalten. Alle denkbaren phy-
sikalischen Zustédnde befinden sich innerhalb dieser Kugel, wobei deren Rand den reinen
Hilbertvektoren entspricht.

Das anfangs definierte Ensemble wird durch eine dieser Dichtematrizen p € B(H) be-
schrieben [NC10]:

k k
p=> pi Vi) (U] mit Y pi=1. (2.17)
=1 i=1

Es ist jedoch zu beachten, dass diese Darstellung nicht eindeutig ist, d.h. es kann mehrere
Ensembles von reinen Zustdnden geben, die zu den selben Dichtematrizen fithren.

Erwartungswerte von Observablen O ergeben sich nun durch Mittlung iiber alle be-
teiligten Zustéande |¥;), d.h.

(0, = > pi (O)y, = >_pi (WilO| W) = tx (0p). (2.18)

Fiir die in der Einleitung dargelegten Zielsetzungen dieser Arbeit ist es notig, anhand
einer rekonstruierten Dichtematrix zu untersuchen, wie gut der Préiparationsprozess im
Experiment letztendlich funktioniert. Um in diesem Zusammenhang beurteilen zu koén-
nen, ob es sich um ein sinnvolles Ergebnis handelt oder nicht, miissen jedoch erst die

Das Hilbert-Schmidt-Skalarprodukt zweier Operatoren ist definiert als (4, B) := tr (ATB) und impli-
ziert die Operatornorm ||A|| := \/tr (AtA).

3Diese reinen (Produkt-)Zustinde miissen nicht paarweise orthogonal sein.

“Im Rahmen dieser Arbeit sind nur endlichdimensionale Systeme relevant, d.h. quadratische Matrizen
mit n X n Eintradgen: B(H) = {A:H — H : A linear, beschrankt} = C"*".
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Eigenschaften, denen jede physikalische Dichtematrix geniigen muss, festgelegt werden.
Dies lasst sich auch vom theoretischen Standpunkt aus motivieren, denn nicht alle Ele-
mente des Operatorraumes B(H) beschreiben auch physikalische Systeme. Man fordert
daher stets [Wol08,NC10]:

Positiv semi definit: (V|p|¥) >0 V|¥) eH, (2.19)
Normierung der Spur: tr (p) = 1.

Die Menge aller positiven Operatoren mit Spur Eins wird ab jetzt mit D(H) C B(H)
bezeichnet.

Fin reiner Zustand entspricht einem Ensemble mit nur einem Mitglied, d.h. ein einzi-
ger Hilbertvektor, wie zum Beispiel |¥) = a|H) + 3 |V), wird mit Wahrscheinlichkeit 1
prapariert:

ool = (HIH) HVYY (e’ apt
p=I8 <‘I"‘(<V|/3|H> <V|ﬁ|V>>H1V_(6a* ﬁﬁ*)Hy'

Die diagonalen Matrixlemente werden als 'Populationen’ bezeichnet, da sie die Wahr-
scheinlichkeiten angeben, mit denen das System in die entsprechenden Kigenzustédnde
der gewidhlten Messbasis projiziert wird. Die Nebendiagonalelemente heiflen ’Kohéren-
zen’ und verkorpern die Interferenzfahigkeit des Zustandes.

Im Fall des 'weiflen Rauschens’ (engl. 'white noise’), also der gleich-gewichteten Mi-
schung von Basiszustédnden, verschwinden die Kohédrenzen. Dieser Zustand ist nicht mehr
durch einen Vektor aus dem Hilbertraum darstellbar [Kic07] und hat die folgende Dich-

tematrix:
- (05 0 (05 0 {05 0
Pur = ( 0 0.5) = ( 0 0.5) - ( 0 0.5) ' (2:21)
HV +,— R,L

Es treten hierbei keinerlei Interferenzeffekte auf, weshalb dieser Zustand auch als inko-
hirente Uberlagerung bzw. als maximal gemischt bezeichnet wird.

Ein weiterer Vorteil des Dichtematrix-Formalismus wird deutlich, wenn die reinen Zu-
stdnde des Ensembles zusammengesetzte Systeme beschreiben. Durch Bildung der par-
tiellen Spur lassen sich die lokalen Zusténde der Teilsysteme ableiten®, was insbesondere
fiir die Untersuchung von Verschrankung hilfreich ist.

Die formale Definition der partiellen Spur ist, zum Beispiel fiir ps, € D(Hs ® Ho),
gegeben durch [Wol08]:

Ps = tro (Ps,0) = (alps,ola) + (blps,lb) , (2.22)
Po = t1s (Ps,0) = (H|ps,olH) + (V|psolV) -
Bei dieser Reduktion der Dichtematrix gehen jedoch Informationen iiber das Gesamt-

system verloren. Es ist daher nicht moglich, den urspriinglichen Zustand aus den durch
"ausspuren’ gewonnenen Dichteoperatoren zuriickzugewinnen.

®Diese Abbildung ist die Einzige, die den gesamten Zustandsraum linear auf einen der Teilriume ab-
bildet und zudem dessen lokale Messstatistik erhdlt [NC10].
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Reinheit von Quantenzustinden

Neben der gesonderten Untersuchung von Teilsystemen ermoglicht der Dichtematrixfor-
malismus auflerdem die Quantifizierung der ,Reinheit* eines Zustandes. Dies ist insbe-
sondere fiir experimentelle Anwendungen relevant. Das zugehorigen Maf 14sst sich direkt
aus der Diagonaldarstellung der Dichtematrix pg € D(H),

pd—z)‘ |95) (Z)j Z)‘ =trpg =1, (2.23)

ableiten [Wol08], wobei {|¢;)} die Eigenbasis und \; die -werte sind. pq beschreibt das
sog. Eigenensemble [BZ06], welches aus paarweise orthogonalen Hilbertvektoren besteht.
Zum Beispiel ist fir |+) = % (1H) +1V)):

,6—1<1 1) _(1 0)
_l'_:i — .
2\t 1), \oo)

)

Betrachtet man nun die Spur von f)?l, so ergibt sich
_ 2
=) A<

J

da stets A; > 0 und > ; A; = 1. Der Gleichheitsfall tritt nur dann ein, wenn genau ein
Eigenwert gleich Eins ist, also bei einem reinen Zustand. Da die Spur unabhéngig von der
gewahlten Basis ist, lasst sich dieses Kriterium auch auf nicht-diagonale Dichtematrizen
p ibertragen [NC10]:

o tr(p?) = 1 <= Zustand ist rein.
o tr(p?) < 1 <= Zustand ist gemischt.

Entsprechend wird die Reinheit (engl. 'Purity’) P definiert als:
P(p) = tr p3 = tr p%, (2.24)

wobei sich P = 0.5 fiir den maximal gemischten (2.21) und P = 1 fiir einen reinen Zu-
stand ergeben.

Eine alternatives Maf}, das die Reinheit eines Zustandes quantifizieren kann, ist die
von Neumann Entropie [JKMWO01],

S:=—tr(plogyp) = Z)\ logy A; (2.25)

Fiir einen reinen Zustand ist S = 0, der Wert fiir einen maximal gemischten Zustand
hangt jedoch von der Anzahl der beteiligten Teilsysteme ab. Fiir zwei Qubits ergibt sich
beispielsweise S = 2.

Zustandsuberlapp und Fidelity

Die Purity stellt eine erste Einschétzung der Giite eines experimentell erzeugten Zu-
standes dar. Es muss jedoch ebenfalls dessen Uberlapp mit der theoretischen Erwar-
tung uberprift werden kénnen. Eine géingige Metrik zur Quantifizierung des Abstandes
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zwischen zwei Dichtematrizen (Quantenzustéanden) p und 7 ist die von Uhlmann 1976
eingefiihrte 'Fidelity’ [UhI85]. Sie ist definiert als

F(i.0) = (1 Vi Nﬁ)z. (2.26)

und kann Werte zwischen 1 und 0 annehmen, wobei Ersterer einen vollstdndigen und
Letzterer gar keinen Uberlapp der beiden Zustinde impliziert.

Ist eines der beiden Argumente ein reiner Zustand, etwa weil es sich bei 7/ um den theo-
retisch erwarteten Zustand |¥) (¥| handelt, so vereinfacht sich (2.26) wegen /|¥) (V| =
| W) (¥| zu [Kie07]:

Pl ] 5) = (il (@) ) = (wlale). (227)

2.2 Verschrankung von Qubits

Die Fidelity und Purity erméglichen zwar eine rudimentédre Beurteilung der Funktions-
fahigkeit der Versuchsanordnung, sind allerdings nicht im Stande, Verschrankung nach-
zuweisen oder zu charakterisieren. Das im Rahmen dieser Arbeit verwendete Sagnac-
Interferometer soll einen maximal verschrankten Bell-Zustand préaparieren, bei dem die
Polarisation mit den Raummoden eines Photons verschriankt ist. Die adaquate Analyse
eines solchen Zustandes erfordert daher eine Reihe zusitzlicher mathematischer Hilfs-
mittel, die sich aus den grundlegenden Eigenschaften der Verschriankung ableiten lassen.

2.2.1 Bell-Zustiande und Hyperentanglement

Der reine Quantenzustand |¥) eines N-Parteiensystemes H = H1 ® - - - ® Hy heiit sepa-
rabel, falls er sich als Tensorprodukt der einzelnen Untersysteme schreiben lasst [Wol08,

GT09, Min04], d.h.
N

) =) |¥;) mit |¥;) € H,. (2.28)

i=1

Alternativ kann man auch von einem allgemeinen Gesamtzustand der Form (2.11),

Z Cay,az,....an |¢ > |¢5122)> |¢(1N >7

-HaN

ausgehen, wobei |¢,(1J])> der aj-te Basisvektor aus H; ist. Dieser Zustand ist genau dann
separabel, wenn fiir die Entwicklungskoeffizienten

Cay,az,...ay = Cay " Cag """ Cay (229)

gilt. Separabilitit impliziert rein klassische Korrelationen in dem Sinne, dass der Gesamt-
zustand genau die Informationen enthélt, welche durch die einzelnen Parteien beigetra-
gen werden - d.h. eine (lokale) Messung an einem der Teilsysteme beeinflusst die Anderen
nicht. Ist ein Zustand nicht separabel, so wird er als verschrénkt (engl. ’entangled’) be-
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zeichnet, d.h. es gilt

Cai,a2,....,an # Cay " Cay " Cap- (2.30)
Die Information ist nun nicht mehr an die einzelnen Konstituenten ’angeheftet’, son-
dern delokalisiert zwischen ihnen verteilt. Eine projektive Messung an einer Partei fiihrt
zu einer Zustandsreduktion des gesamten Systems. Geméf der Definition (2.28) kann
Verschrankung sowohl in Vielteilchensystemen als auch zwischen verschiedenen Frei-
heitsgraden auftreten.

Wie eingangs bereits erwidhnt ist eine Klasse von nicht-separablen Zustdnden hierbei
von besonderem Interesse - die sog. maximal verschriankten Zustdnde. Diese sind fir zwei
gleichartige und -dimensionierte Hilbertrdume nach [Wol08] definiert als

1 d
)= =3 16 167)
=1

Dabei sind {’¢§1)>} bzw. {|¢§2)>} zwei beliebige Basen der Teilraume. Fiir Zwei-Qubit-

Systeme der Gestalt (2.10) ergeben sich insbesondere die vier Bell-Zustinde®,

1 1
7 (H) ) £ V) a)),  [@) = —= (IH) |a) £ V) (b)), (2.31)

mit den zugehorigen Dichtematrizen:

W) =

0 0 0 0 05 0 0 +0.5

|0 05 x05 0 |l o o0 o

Pre =g 105 05 o] WP o g0 o (2:32)
0 0 0 0 +05 0 0 05

Eine solche Verschriankung zwischen zwei Freiheitsgraden eines einzelnen Teilchens wird
auch als "Hyperentanglement’ bezeichnet.

Die Bell-Zustinde weisen einige Besonderheiten auf. Zunéchst fallt auf, dass jeder
Zustand mit Hilfe einer unitiaren Transformation (bis auf globale Phasen) in alle anderen
Bell-Zusténde iibergefithrt werden kann [Kie07]. Zum Beispiel ist

0.) = (1@ ) |es).

Das bedeutet einerseits, dass Verschrankung unter Basiswechsel erhalten bleibt, und an-
dererseits, dass jegliche Qubit-Operation stets den gesamten Systemzustand beeinflusst.
Letzteres ist flir separable Zusténde offensichtlich nicht der Fall.

Eine weitere Eigenart tritt in Erscheinung, wenn man die in (2.22) definierte partielle
Spur auf einem der Teilrdume bildet. Dann folgt beispielsweise fiir den |®) -Zustand

5Der |®)-Zustand stellt einen Spezialfall der GHZ (Greenberger-Horner-Zeilinger)- bzw. "Schrodinger-
Cat-Zustéinde fiir N Qubits dar: [GHZ) = 25 (|H)®N +[V)@V).
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(2.31):

P = tro (|04 (D)) =

Po = trs (l(I)+> <(I)+|) =

(HH) (H[+ V) (V]) = Dur.s, (2.33)

N~ N =

(la) (al + 16} (b]) = Puwro- (2.34)

Ohne die Kenntnis iiber das jeweils andere Qubit verhalten sich die Systeme unter lokalen
Messungen wie weiles Rauschen, d.h. die Parteien sind so nicht unterscheidbar.
Globale Messungen am gesamten System fiithren stets zu einer Zustandsreduktion bei-
der Qubits. Die Bell-Zustédnde weisen diesbeziiglich auflerdem eine starke (Anti-) Korre-
lation in verschiedenen Messbasen auf. Zum Beispiel gilt fiir |®)_ in der §1-Basis:

. () 1)+ =) =) -

N | =

[©), =5 ([H) |a) +[V) b)) =

o |

Das heiflt, eine gemeinsame Messung der Form &1 ® &1 projiziert entweder in den Ei-
genzustand |+) [+) mit dem Eigenwert +1 oder in |—)|—) mit dem Wert —1. Andere
Ergebnisse, wie sie etwa fiir den separablen Zustand

[H) [6) = 5 (1) [+) = [=) [=) + [ [=) + =) [+)

N =

zu erwarten wéren, treten nicht auf [Kie07].

2.2.2 Verschrankung in Ensembles

Die formale Definition der Verschrinkung in gemischten Zustédnden gestaltet sich zu-
néchst problematisch, da Separabilitdt und die Tatsache, dass ein Zustand als Tensor-
produkt geschrieben werden kann, nicht mehr dquivalent sind. Letzteres bedeutet, dass
fiir ein zusammengesetztes System p € D(H; ® - -+ ® Hy) gilt [Wol08, GT09]:

N
p=Q". e DH,). (2.35)
=1

Eine Definition der Separabilitdt wurde 1989 von R.F. Werner [Wer89] vorgeschlagen und
besagt, dass fiir die Gesamtdichtematrix eine konvexe Zerlegung in Produktzustéinde der
Form (2.35) existieren muss:

N . -
p=>p @0 mit p e D(Hy), (2:36)
i =l

wobei }_; p; = 1. Diese Situation korrespondiert mit dem klassischen Fall, da die Korre-
lationen zwischen den einzelnen Parteien lediglich durch die unvollstédndige Information
itber den Gesamtzustand bedingt sind. Verschrénkung in Gemischen liegt genau dann
vor, falls keine konvexe Zerlegung der Gestalt (2.36) moglich ist. Diese Definition ist
jedoch keinesfalls konstruktiv und in der Regel ist es ein nicht-triviales Problem zu ent-
scheiden, ob ein gegebener gemischter Zustand separabel ist oder nicht. Bis heute gibt
es hierfiir keine allgemeine Losungsmethode. Es wurden zwar diverse Techniken in Form
der Verschriankungsmafle und -witnesses entwickelt, diese sind jedoch oftmals auf eine
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physiaklische
Zustande O(H)

separabel

Hyperebenen

Abbildung 2.2: Anschauliche Darstellung der geometrischen Struktur des konvexen Zustandsraumes
der (physikalischen) Dichtematrizen D(H). Ds(#H) ist die Teilmenge der separablen Zustdnde. p. be-
zeichnet einen verschrankten und pi 2 zwei nicht-verschrankte Zusténde.

bestimmte Anzahl an Qubits und eine begrenzte Auswahl an Zustdnden beschrinkt.

2.2.3 VerschrankungsmaBe

Die Konstruktion derartiger Hilfsmittel zum Nachweis von Verschriankung ist aufgrund
der geometrischen Gestalt des zugrundeliegenden Zustandsraumes D(H) C B(H) =
C™*™ moglich [Wol08]. D(H) bezeichnet wieder den Raum aller positiven Operatoren
mit Spur 1 iiber H, d.h. alle physikalischen Dichtematrizen. Diese Menge ist, streng
genommen, kein Untervektorraum mehr und liegt dariiber hinaus konvex in B(#).” Ent-
scheidend ist nun, dass die Teilmenge aller separablen Zustande Ds(H) C Ds(H) ebenfalls
konvex ist®, d.h. fiir zwei nicht-verschrinkte Zusténde pi, ps liegt die 'Verbindungslinie’
zwischen ihnen auch in der Menge der separablen Zustédnde:

p1,p2 sep. <= Ap1+(1—A)p2 sep. firalle 0< A< (2.37)

Dies folgt aus der Tatsache, dass solche Dichtematrizen stets die Gestalt (2.36) haben
und deshalb jede Konvexkombination der Form (2.37) mit Gewichten A bzw. (1 — X)
lediglich einer klassischen Mischung zweier separabler Zustédnde entspricht [Min04]. Eine
anschauliche Darstellung dieses Sachverhalts ist in Abbildung 2.2 gegeben.

Aufgrund der Konvexitit von Dg(H) berithren alle tangentialen Hyperebenen diese
Teilmenge nur in einem Randpunkt. Das bedeutet, dass es fiir jeden verschréankten Zu-
stand mindestens eine Hyperebene gibt, die ihn von den separablen Zustinden trennt.
Es ist daher, zumindest prinzipiell, méglich, jeden verschrinkten Zustand durch seine
relative Lage zu dieser Trennebene als nicht-separabel nachzuweisen. Die theoretische
und experimentelle Realisierung solch einer "Trennung’ kann fiir héherdimensionale Sy-
steme durchaus kompliziert sein, fiir zwei Qubits gibt es jedoch eine Vielzahl handlicher
Kriterien, wie zum Beispiel das Peres-Horodecki- bzw. PPT-Kriterium.

"D(H) ist kein Untervektorraum, denn Linearkombinationen der Form ap; + bp2 mit pi, p2 € D(H)
liegen nur dann wieder in D(H), falls tr (ap1 + bp2) =a+b=1und a,b > 0.
8Die reinen Produktzustinde entsprechen den Randpunkten der Menge aller separablen Zustéinde.
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Positive Abbildungen und PPT-Kriterium

In gewissen Quantensystemen lasst sich Verschréankung mit linearen positiven Abbildun-
gen A, R A
A:B(H) — B(H) pos. <= A(p)>0 VYB(H)>p>0°

nachweisen [Wol08,Min04]. Fur das Zweiparteiensystem Hs @ H, sei As 1 Hs — H, solch
eine Abbildung des Polarisationshilbertraumes auf sich selbst. Ausschlaggebend ist nun,
dass eine triviale Erweiterung auf As,o = f\s ® io nicht notwendigerweise wieder positiv
ist, d.h. es kdnnen nun negative Eigenwerte auftreten. Ist dies der Fall, so kann eine
derart erweiterte Funktion zur Detektion von Verschriankung verwendet werden.

Es sei p € Ds(Hs ® H,) ein beliebiger separabler Zustand, dann ist wegen (2.36):

[\s,o(ﬁ) A ZZ%( sp] ) A(O)

Da A, als positiv vorausgesetzt war, muss d1e obige Bildung fiir sdmtliche separablen
Dichtematrizen auch wieder positiv sein, d.h. A, o(p) >0V p e Ds(Hs ® Hyp). Tritt hin-

gegen der Fall AS,O( p) < 0 ein, so muss der Zustand verschrinkt gewesen sein.'’

Ein wichtiges Beispiel fiir eine solche Abbildung ist die von A. Peres [Per96] bzw. Horo-
decki et al. [HH99] eingefiihrte partielle Transponierte (engl. 'positive partial transpose’
- kurz: 'PPT"):

(Ts @ 1,)p =: p* oder (1,01T,)p=:p™. (2.38)

Fiir einen gemischten Zustand p € D(Hs ® H,),

=3 pijwa [05) (65 © |62) (6]

ij kil
ist die partielle Transponierte auf Hs gegeben durch [GT09]:

P =020 pin |65) (5] @ 167) (o7 (2.39)

ikl

Dabei sind {¢]} bzw. {¢]} zwei beliebigen Basen. Die konkrete Gestalt der PPT héngt
offensichtlich von der jeweils gewdhlten Darstellung der Dichtematrix ab, das Eigenwert—
Spektrum ist jedoch unabhiingig davon. Hat die resultierende Abbildung p’* oder p’° also
mindestens einen negativen Eigenwert, so war der urspriingliche Zustand p verschriankt
(Peres-Horodecki-Kriterium).

Dieses Kriterium gilt allerdings nur fiir 2 x 2 (zwei Qubits) bzw. 2 x 3 (ein Qubit und
ein Qutrit)-Systeme (Horodecki-Theorem), da im hoherdimensionalen Fall auch nicht-
separable Zusténde auftreten kénnen, deren PPTs positiv sind. Innerhalb seines Giiltig-
keitsbereiches ist es jedoch ein sehr einfaches und handliches Mittel, um Verschrénkung
in einem gemischten Zustand nachzuweisen.

“Die Schreibweise p > 0 steht abkiirzend fiir (¥||¥) > 0V |¥) € H.
"Umgekehrt gilt diese Aussage jedoch nicht. Bleibt ein Zustand unter Anwendung der erweiterten
Abbildung positiv heifit das noch nicht, dass er auch separabel ist.
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Verschrinkungsmonotone

Das Vorzeichen der PPT-Eigenwerte gibt zwar Auskunft dariiber, ob ein Zustand se-
parabel ist oder nicht, quantifiziert die etwaige Verschriankung allerdings nicht. Diese
Aufgabe kann mit anderen Funktionen erfiillt werden; ein sehr prominentes Beispiel
ist hierbei die Verletzung der Bellschen Ungleichungen. Zur Definition solcher Abbil-
dungen ist es moglich, die Eignung von Zustinden fir bestimmte Anwendungen her-
anzuziehen (zum Beispiel Teleportation) [Kie07]. Da die so definierten GroBen E oft-
mals nur fiir bestimmte Systeme und Zusténde verldssliche Aussagen liefern, gibt es be-
reits eine Vielzahl an verschiedensten Maflen zur Charakterisierung von Verschrankung.
Zur Vereinheitlichung fordert man von ihnen tblicherweise die folgenden Eigenschaf-
ten [HHHO0, VP98, PV07, GT09]:

1. E(p) =0, falls p separabel ist.

2. Da Verschréankung nicht durch lokale Operationen und klassische Kommunikation
erzeugt werden kann, darf F(p) durch solche Transformationen nicht vergréfert
werden.

3. Konvexitédt, d.h. der Grad an Verschrankung wird durch inkohérentes Mischen von
Zustanden (also Verlust von Information) verringert.

Geniigt ein Maf diesen Konditionen, so wird es als Verschrankungs-Monoton bezeichnet
[Vid00]. Oftmals weisen derartige Grolen jedoch nur einen Teil der obigen Eigenschaften
auf, was ihre Eignung als Verschrankungsmafle entsprechend begrenzen kann.

Logarithmische Negativitdt

Das PPT-Kriterium kann zur Ableitung der sog. Negativitat (engl negativity’) verwen-
det werden, die wie folgt definiert ist:

4
NG =5 (171-1) = 3 (ZIIA?SII - 1) . (240)
1=1

p's ist die partielle Transponierte von p € D(Hs @ H,) auf Hs gemif Definition (2.39)
mit den vier Eigenwerten A\’*. Es handelt sich hierbei um ein konvexes, nicht-additives
Monoton, das den Anteil an negativen Eigenwerten im Spektrum der partiellen Trans-
ponierten angibt und im selben Giltigkeitsbereich Verschriankung quantifizieren kann
[VW02, GT09].

Fir den Bell-Zustand |®4) aus (2.31) ergibt sich beispielsweise eine Negativitiat von
N = 0.5 und fiir separable Zusténde generell N = 0.

Aus N kann auch noch ein weiteres Verschrinkungsmafl konstruiert werden, die sog.
logarithmische Negativitat, welche zusétzlich normiert und additiv ist [PV07]:

4
Ni(p) = logy ||p"*|| = log, (ZH)\@'TSH) : (2.41)
i=1

Fiir den |®4)-Zustand ergibt sie sich zu NV = 1 und im separablen Fall zu N = 0.
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Concurrence und Entanglement of Formation

Ein weiteres Verschriankungsmafl fiir zwei Qubits ist das ’Entanglement of Formation’
(kurz: "EoF’), welches wie folgt definiert ist [PV07, GT09]:

Ef(p) = inf {Zpks Pl =3 i Ty <\Ifk|}. (2.42)
k

Pk, Vi

Dabei bezeichnen S die von Neumann Entropie und p; die auf den Polarisationszustands-
raum H reduzierte Dichtematrix. Das Infimum wird dabei iiber alle Darstellungen von p
gebildet. Das EoF kann, grob ausgedriickt, als diejenige Menge an Information interpre-
tiert werden, die notig ist, um einen bestimmten Zustand zu erzeugen [Woo98, BBPS96].

Die Definition (2.42) ist ein Variationsproblem und fiir komplexe Quantensysteme ohne
spezielle Symmetrien im Allgemeinen sehr schwierig zu 16sen. Fiir zwei Qubits gelang es
jedoch Wootters et al [Wo098], eine analytische Formel zur Berechnung herzuleiten. Sie
konnten zeigen, dass es eine Beziehung zwischen E; und der sog. 'Spinflip’-Symmetrie
eines Zustandes gibt. Dazu fithrt man eine Hilfsgréfe, die sog. Concurrence C, ein, welche
fir einen reinen Zustand |V) € H, ® H, definiert ist als [GT09]:

C(10) = 21— tr 2).

Diese Grofie kann auf gemischte Zustédnde p € D(Hs ® H,) folgendermafien erweitert,

C(p) :== inf {Zpkc ) Zpk ) (‘I’k\} (2.43)
und analytisch berechnet werden:

C(p) = max {0, /7T — /73 — /75 — 71} (2.44)

Dabei sind {r;} dic Eigenwerte der nicht-hermiteschen Matrix R = p357'S in abnehmen-
der Reihenfolge [JKMWO01]. Man bezeichnet

o 0 0 +1 0
X=02@02=1 o 4 g
10 0 0

|H,a),|H,b),|V,a),|V,b)

als die sog. 'Spin-Flip’-Matrix. Es lisst sich nun zeigen, dass das Entanglement of For-
mation mit Hilfe von (2.44) gemaf

Ef(ﬁ>=h<1+ 12.‘02(’3)) (2.45)

berechnet werden kann. Es ist hierbei h(x) = —zlog(z) — (1 — z)log(1 — ) die binare
Entropie-Funktion.

Die urspriinglich als Hilfsgréfe eingefithrte Concurrence ist wegen ihrer Korrelation
mit dem EoF selbst ein unabhéngiges Verschrankungsmaf, das auch im experimentellen
Teil dieser Arbeit Anwendung finden wird. Es ergibt sich beispielsweise fiir den Zustand
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|®,) eine Concurence und Entanglement of Formation von 1, wihrend ein separabler
Zustand eine Concurrence von 0 und ein nicht definiertes E; hat.

Obwohl die bisher eingefiihrten Grofien das Problem des Nachweises von Verschréan-
kung recht gut zu lésen scheinen, weisen sie neben ihrer Limitierung auf zwei Qubits
einen weiteren Nachteil auf: Durch die sehr unterschiedlichen Definitionen skalieren sie
auch vollig anders, d.h. ein (aus experimentellen Daten rekonstruierter) Zustand enthélt
je nach dem, welches MaBl verwendet wird, unterschiedlich viel Verschrankung [EP99].

2.3 Quantenzustands- Tomographie

2.3.1 Lineare Rekonstruktion der Dichtematrix

Die Einschéitzung der Funktionalitit des Versuchsaufbaus im Rahmen der Verschrin-
kungsmafBe erfordert die Kenntnis der zugrundeliegenden Dichtematrix. Wie unten an-
hand von zwei Qubit-Systemen demonstriert wird, kann Letztere aus einem Satz von
gewissen Projektionsmessungen vollstdndig rekonstruiert werden. Diese Methode weist
jedoch einige Nachteile hinsichtlich ihrer Anfélligkeit gegeniiber statistischen Schwan-
kungen der Detektorzidhlraten und Ungenauigkeiten im Experiment auf. So ergeben sich
insbesondere fiir Zustédnde geringer Entropie (also stark verschrankt) oftmals unphy-
sikalische Dichtematrizen als Ergebnisse [JKMWO1]. Dieses Problem kann jedoch mit
numerischen Optimierungsmethoden umgangen werden.

Nach (2.11) ist die allgemeinste Dichtematrix eines Zwei-Qubit-Systemes D(Hs ® H,)

gegeben durch
(Ha| (Hbl (Val (V]

|Ha) ay as as a4
. |Hb) as ae a7 as
PZ=Wway | ag a0 an

Vb)y \ a13 aia a5 ais

Die Matrixelemente enthalten dabei simtliche Phasenfaktoren und Wahrscheinlichkeits-
gewichte der beteiligten reinen Zustinde. Genau wie eine allgemeine Ein-Qubit Obser-
vable (2.15), kann auch p in eine Linearkombination von 16 Basis-Matrizen &;, ® &,
entwickelt werden [BZ06]:

N .
p= Z Tiy iz Oip © Oy (2.46)

i1,t2=0
Durch Skalarprodukt-Bildung erhélt man die zugehérigen Koeffizienten:

Tire =t [(6iy ® 64y) p| = (6iy ® G4z), - (2.47)
Eine géngige Wahl fiir die Basis sind die Pauli-Matrizen (2.12). Die 16 unbekannten
Parameter entsprechen dann jeweils den Erwartungswerten von simultanen Projektions-
messungen in H/V bzw. (a/b), 4+/- bzw. R/L-Basis an beiden Qubits und kénnen daher

aus experimentellen Daten bestimmt werden. Die Mittelwerte berechnen sich dabei aus
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v W) (W] | v | W) (W] | v | W) (W] | v | W) (W,
1 Ha 5 Ra 9 + R 13 V +
2 Hb 6 Rb 10 + + 14 VL
3 Vb 7 +b 11 R + 15 HL
4 Va 8 + a 12 H + 16 RL

Tabelle 2.1: Tomographisch vollstindiger Satz von (simultanen) Projektionsmessungen an beiden
Qubits. Die Buchstaben/Zeichen repréisentieren die jeweilige Messbasis.

den Detektionswahrscheinlichkeiten gemés [PRO4]:

(60 ®60), = Pra+ Prp+ Pva+ Pra,
<6'1 ®63>p = P—i—,a _P—i-,b _P—,a+P—,b7

Im Experiment werden allerdings wegen der endlichen Anzahl an Messungen keine Wahr-
scheinlichkeiten bestimmt, sondern relative Haufigkeiten. Die Rekonstruktion der Dich-
tematrix mithilfe des hier beschriebenen Formalismus stellt in diesem Sinne nur eine
Naherung dar.

Es hat den Anschein, als miissten fiir eine vollstdndige Tomographie die Zéhlraten von
insgesamt 16 x 4 Projektoren f’il,iz ermittelt werden. Diese lassen sich jedoch wegen der
Normierung,

3
poo. 1 . -
l=trp= 1 Z Tiy4p T (G3,) tr(G4y) = 70,0,

11,12=0

auf 16 relevante Messungen P, (v =1,...,16) reduzieren (s. Tab. 2.1). Es ist hierbei
zu beachten, dass damit etwaige zeitliche Intensitatsdrifts im Versuchsaufbau nun nicht
mehr beriicksichtigt werden!

Zur weiteren Vereinfachung der Auswertung kann (2.46) durch die jeweiligen Einzel-
zéhlraten n, ausgedriickt werden. Da die Diagonalelemente der Dichtematrix die Detekti-

onswahrscheinlichkeiten bzgl. des zugrundeliegenden Projektors P, = |¥,) (¥, | angeben,
muss n
b, = WV = (¥ |p|¥y) (2.48)

gelten. N ist dabei eine Normierungskonstante, welche die absoluten H&aufigkeiten in
Form der Zahlraten n&dherungsweise in Wahrscheinlichkeiten umrechnet und dariiber
hinaus die Effizienz des Detektors mit beriicksichtigt. Sie ergibt sich aus den ersten vier
Messungen zu

4
N = (60®60),= Y (2.49)
v=1

Damit kann die Dichtematrix in Abhéngigkeit von den Zéahlraten ausgedriickt werden.
Die Details zur Herleitung sowie die in diesem Zusammenhang konstruierten M-Matrizen
entnimmt man [JKMWO1]. Schlussendlich ergibt sich die wichtige Beziehung:

1 16 .
h= szl M,n,. (2.50)
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2.3.2 Maximum-Likelihood-Methode und Fehleranalyse

Wie bereits eingangs erwdhnt, kann die oben beschriebene Zustandstomographie zu
nicht-physikalischen Dichtematrizen fithren. Um dieses Problem zu umgehen, kann der
tatsdchliche Zustand anhand der Messergebnisse mithilfe von numerischen Methoden
abgeschétzt werden. Dazu definiert man zunéchst eine physikalische Dichtematrix py,
gemaf (2.19), und stellt sie unter Zuhilfenahme der Cholesky-Zerlegung als

T

Pp = W (2.51)

dar [JKMWO1]. Der Nenner dient dabei lediglich der Normierung. Die T-Matrix ist dabei
gegeben durch:!!

t1 0 0 0
A | tstits to 0 0
T = ti1 +it1o ty +its i3 0 (2:52)

t15 +it1e t13 +itia to +ilig t4

Im Experiment werden die 16 Zahlraten n, = N (U, |p|¥,) ermittelt, welche jeweils
um cinen Mittelwert 7, Poisson-verteilt sind. Die oben definierte Matrix p, soll nun an
diese experimentellen Daten angefittet werden, sodass fiir die aus ihr hervorgehenden
Zahlraten gilt, dass

B = N (0,15, (8)]0,) (2.53)

Da eine Poisson-Verteilung angenommen wird, ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, einen
bestimmten Satz an Zédhlraten zu messen, gegeben durch:

exp | ——————
Niorm 1 P 2ny

v

P(nl, ...,nl(;) =

wobei Nporm eine weitere Normierungskonstante ist. Mit (2.53) ergibt sich ferner:

1 16

P(ni,...,n16) = (ny — N <\IJ,,]/3p(t)|\IJV>)2]

exp |— -

Nnorm ,g [ 2N <\IIV’pp(t)|\IJV>

Die Parameter {1, ..., {15 miissen nun so gewahlt werden, dass die obige Funktion maximal
wird. Alternativ ldsst sich jedoch auch das mathematisch dquivalente Minimum der sog.
"Likelihoodfunktion’ L bestimmen [PRO4]:

16 A
L(nl, » 77,16) _ 1 Z exp [(ny - N <\IJV’pp(t)|\IJV>)2‘| ' (254)

Monte-Carlo-Simulation

Die Maximum-Likelihood-Abschétzung dient im Wesentlichen zur Kompensation der
Fehler, welche durch die endliche Dauer der Messungen, also durch eine fehlerhafte Zahl-

1 Jede positiv semi-definite Matrix kann in diese Form gebracht werden. Die spezielle Wahl der Drei-
ecksmatrix fiir 7" bedingt eine Reduzierung der Fitparameter.
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statistik, bedingt sind. Es treten jedoch noch zwei weitere Fehlerquellen auf: Zum einen
kann ungenaues Einstellen der Messbasen zu falschen Zéahlraten fithren und zum ande-
ren wirkt sich die Stabilitdt des Versuchsaufbaus auf die gemessenen Intensitdten aus
(vgl. Abschnitt 3.2.1). Driften diese mit der Zeit, so kénnen dadurch ebenfalls falsche
Ergebnisse entstehen, wobei das Verhéltnis aus Messdauer und Zeitskala der Drifts ent-
scheidend fiir die Tragweite der resultierenden Fehler ist.

Die konkrete Berechnung der beteiligten Fehler kann auf analytische und numerische
Weise erfolgen, wobei Letztere nach [PR04] in der Regel zu sinnvolleren Ergebnissen
fithrt. Es wird dabei fiir jede Fehlerquelle eine entsprechende statistische Verteilung an-
genommen (zum Beipiel Poisson fiir Zahlstatistik und Gauf$ fiir fehlerhafte Einstellung
der Messbasis) und aus den 16 experimentell ermittelten Zéhlraten beliebig viele Satze
von numerisch generierten Ergebnissen gewiirfelt (Monte-Carlo-Simulation). Daraus las-
sen sich mithilfe der Maximum-Likelihood-Abschatzung die zugehérigen Dichtematrizen,
und damit alle relevanten Gréfien, wie etwa die Concurrence, und deren Standardabwei-
chungen berechnen. Die jeweiligen Mittelwerte sind dabei durch die urspriinglich auf
experimentellem Wege ermittelte, und anschliefend gefittete, Dichtematrix festgelegt.
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Das Ziel dieser Arbeit ist die experimentelle Erzeugung eines GHZ-Zustandes der Form
W) = a|H)[a) + B|V)[b)

mithilfe eines Sagnac-Interferometers. Diese spezielle Wahl des Aufbaus orientiert sich
bis auf einige Modifikationen am Konzept von [GLY*]. Die Zielsetzung besteht in der
Realisierung eines moglichst effizienten, langzeitstabilen und vor allem einfachen Interfe-
rometers, weshalb der urspriingliche Vorschlag von Gao et al. bzgl. der Wahl an verwen-
deten Komponenten leicht abgedndert wird. Zum einen werden zwei der insgesamt drei
Spiegel durch ein Reflektionsprisma ersetzt, wodurch die Stabilitdt des Aufbaus erhéht
werden soll und zum anderen wird anstatt der komplexeren Kombination aus normalem
und polarisierenden Strahlteiler ein einziger polarisierender Strahlleiterwiirfel sowie zwei
Halbwellenpléattchen verwendet.

In diesem Kapitel wird die konkrete Gestalt des Interferometers sowie dessen Justage
und Charakterisierung mit Hinblick auf die Visibility, Stabilitdt und Effizienz beschrie-
ben. Die Zustandstomographie zur Uberpriifung der Qualitit des erzeugten Zustandes
und ihre Ergebnisse werden im letzten Teil dargelegt.

3.1 Beschreibung und Justage des verwendeten Aufbaus

3.1.1 Darstellung der Versuchsanordnung

Eine schematische Skizze des Interferometers mit den relevanten Abkiirzungen ist in
Abbildung 3.1 gegeben. Aufnahmen des tatsichlichen Versuchsaufbaus entnimmt man
den Abbildungen 3.2a bzw. 3.2b.

FEin mit Filtern abgeschwéchter CW-Dioden-Laser der Wellenldnge 806nm wird in ei-
ne Singlemode-Faser eingekoppelt und nach der Passage durch einen Polarisationsregler
(Polr)! in das Interferometer kollimiert ausgekoppelt. Der Strahl trifft dann zunéchst auf
einen Plus-Polarisator (+Pol) und daran anschlieflend (nicht-zentral) auf einen Polarisa-
tionsstrahlteiler (PBS1, 2 X 2 x 2 ¢cm), der den horizontal polarisierten Anteil des Lichts
in den Arm a transmittiert und den vertikalen Anteil in den dazu senkrechten Arm b
reflektiert. Wegen der geometrischen Gestalt des Aufbaus ist der Abstand zwischen den
Moden a und b im Interferometer (hier: lem) dadurch festgelegt, wo der Laser anfangs
auf den PBS1 trifft. Die a-Mode durchlduft nun ein Glasplattchen (Gl) der Dicke 0.1mm
und wird danach in einem Prisma (Pr, 5.5 x 4 x 4 cm) durch Totalreflektion in den obe-
ren Bereich des Interferometers umgelenkt. Es folgen zwei Halbwellenplattchen (22.5°,
45°) sowie die anschlieBende Reflektion an einem Spiegel (Spl), der die Mode wieder

'Dieser besteht aus drei Plittchen, wobei die Glasfaser in den beiden AuBeren einfach gewickelt und
im zentralen Plattchen zweifach gewickelt ist. Durch die Torsion der Faser kann nun Doppelbrechung
auftreten und die Ausgangspolarisation daher durch Drehen der Plattchen geregelt werden.
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der Versuchsanordnung. Polr: Polarisationsregler, Pol: Polari-

sator, PBS: Polarisationsstrahlteiler (engl. ’polarizing beam splitter’), Sp: Spiegel, Pr: Reflektionsprisma,
Gl: Glasplattchen, APD: ’Avalanche-Photodiode’-Detektor

auf den Strahlteilerwiirfel (PBS1) richtet. Das Glasplédttchen ist an die Unterseite eines
computer-gesteuerten Motors geklebt, der von oben in den Strahlengang hineinragt.

Die Mode b durchquert die Komponenten, bis auf das Glaspléattchen, genau in der um-
gekehrten Reihenfolge. Durch die Geometrie der Anordnung treffen sich beiden Moden
wieder am selben Punkt im PBS1. Da der Laser den Strahlteiler anfinglich nicht-zentral
durchquert, entsteht insgesamt ein transversaler Versatz zwischen dem Licht-Input und
den zuriicklaufenden Strahlen.

Die beiden \/2-Pléattchen drehen die Strahlen a und b auf diagonale bzw. antidiagona-
le Polarisation. Es entstehen dadurch nach dem zweiten Durchgang durch den PBS1 zwei
miteinander verschrinkte Output-Moden a’ und b’, die den polarisierenden Strahlteiler
unter einem rechten Winkel zueinander verlassen. Erstere durchlduft nun die Polari-
sationsanalyse bestehend aus einem A/4- und A\/2-Pldttchen sowie einem Horizontal-
Polarisator (HPol). Daran anschlieBend folgt ein Einkoppler (mit verstellbarer Linse),
der a’ in eine Singlemodefaser liberfithrt, welche an einen passiv gequenchten Avalanche-
Photodiode-Detektor (kurz: APD) angeschlossen ist.

Die Mode b’ wird an einem kleinen Spiegel (Sp2) vor dem Plus-Polarisator (+Pol)
umgelenkt und verldsst das Interferometer. Sie trifft nun auf ein \/2-Pléttchen (22,5°)
und anschliefend auf einen weiteren Polarisationsstrahlteilerwiirfel (PBS2). Das hierbei
transmittierte Licht (horizontal polarisiert) wird in eine Singlemodefaser eingekoppelt
(Einkoppler ohne regelbare Linse), die ebenfalls an den APD angeschlossen ist. Der re-
flektierte Anteil fallt auf eine Blende.

Das Interferometer soll moglichst langzeit-stabil sein (s. Abschnitt 3.2.2), weshalb nur
die wichtigsten Komponenten auf ein kleines Breadboard (25 x 20 cm) geschraubt sind.
Die Polarisationsanalyse sowie der Motor fiir das Glasplattchen werden daher direkt auf
dem optischen Tisch befestigt, um Schwingungsiibertrage auf die optischen Bauteile zu
vermeiden.
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eYPTe ¢ o o o ;
(a) Ansicht von oben. (Abkiirzungen siche Abb. 3.1)

(b) Seitenansicht.

Abbildung 3.2: Aufnahmen der Versuchsanordnung aus verschiedenen Perspektiven.
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Zur Justage des Interferometers sind alle relevanten optomechanischen Komponen-
ten dreh- bzw. verkippbar. Der Spiegel (Spl) ist auflerdem auf einem Verschiebetisch
montiert. Fiir diese Arbeiten wird die Abschwéichung im Laser entfernt und eine CCD-
Kamera (engl. 'charged-coupled-device’) bzw. Strahlprofiler zur Betrachtung der Moden
im und nach dem Interferometer verwendet.

3.1.2 Aufbau der Sagnac-Schleife und Methodik der Feinjustage

Die Justage des Versuchsaufbaus startet mit dem Polarisationsstrahlteiler (PBS1), wel-
cher derart gedreht bzw. verkippt wird, sodass die beiden Moden a und b parallel zur
Oberflache sowie zu den Kanten des optischen Tisches verlaufen und zueinander einen
rechten Winkel bilden. Da der Post dieses PBS1 nicht héhenverstellbar ist, ist die Hohe
des Strahlenganges relativ zur Oberfldche des optischen Tisches im Wesentlichen festge-
legt.

Nun wird das Prisma (Pr) eingebaut und mithilfe der Mode a justiert. Entscheidend
ist hier, dass der aus dem Prisma austretende Strahl wieder parallel zum Tisch (Kanten
und Oberfliche) sowie zum Strahl a direkt nach dem PBS1 verlauft. Daran anschlie-
Bend wird Mode b mit einer langen Blende blockiert und der Spiegel (Spl) cingebaut.
Letzterer wird derart eingestellt, dass a moglichst senkrecht auf die Oberflache des Po-
larisationsstrahlteilers trifft. Da das Licht in dieser Mode horizontal polarisiert ist wird
es am PBSI einfach in a’ transmittiert und kann zur Nachjustage des Spiegels (Spl)
verwendet werden. Dieser wird so eingestellt, dass a’ parallel zum Tisch und senkrecht
zu a verlduft. Nun wird die Blende aus dem Strahlengang von b herausgenommen. Da
das Licht in dieser Mode vertikal polarisiert ist, wird es nach dem Durchlauf durch das
Interferomter in die Richtung a’ reflektiert. Uberlappen die beiden Strahlen in a’ noch
nicht, wird der Spiegel (Spl) geringfiigig nachjustiert, bis mit bloBem Auge nur noch ein
einziger Lichtstrahl zu erkennen ist.

Fiir die bisher beschriebenen Schritte sind lediglich ein Winkeleisen sowie Mafistab
bzw. Schieblehre notwendig.

Zur Feinjustage des Strahliiberlapps in a’ wird die Polarisationsanalyse und dahin-
ter eine CCD-Kamera in den Strahlengang gebracht. Durch Blockieren von jeweils ei-
ner Mode lassen sich die beiden noch nicht iiberlappenden Strahlen auf dem Bildschirm
identifizieren. Solange die beiden Moden noch nicht perfekt 'ineinander liegen’ treten bei
Analyse in der Plus-Basis horizontale bzw. vertikale Interferenzstreifen auf (s. Abb.3.3e).
Durch vorsichtiges Verkippen bzw. Verdrehen des Spiegels (Spl) bzw. des PBS1 werden
die Strahlen zum vollstindigen Uberlapp gebracht. Man beobachtet bei diesem Vorgang
ein "Durchlaufen’ der Interferenzstreifen sowie eine gleichzeitige Abnahme ihrer Anzahl.
Schlussendlich ist nur noch ein Interferenzstreifen konzentrischer Form, also eine ein-
zige runde Mode, auf dem Bildschirm zu erkennen (s. Abb.3.3f). Durch ein erneutes
Blockieren der Arme a bzw. b lisst sich der Uberlapp bestétigen.

Nun wird das Glasplattchen in das Interferometer eingebaut, wobei bereits durch ma-
nuelle Drehung des Motors ein Flackern der Mode auf dem Bildschirm beobachtet werden
kann - also ein Wechsel zwischen konstruktiver bzw. destruktiver Interferenz durch Va-
riation der Phase zwischen den beiden Moden a und b (s.Abb.3.3g,h).2 Nun kénnen die

2Die Interferenzphinomene lassen sich auch mit den beiden Halbwellenplattchen im Interferometer
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(a) Vor +Pol (b) Nach +Pol (c) Mode a (d) Mode b

(e) Fehlerhafter Modeniiberlapp in a’ (f) Guter Uberlapp der Moden in a’

(i) Konstr. Int.(Sm) (j) Destr. Int.(Sm)

(k) Kontr. Int.(fBz) (1) Destr. Int.(fBz) (m) Ko.In.(fBz,Sm) (n) De.In.(fBz,Sm)

Abbildung 3.3: Aufnahmen der Modenstrukturen. Die Bilder a-d zeigen die Strahlprofile vor und
nach dem PBS1. Abbildungen e,f und g-j illustrieren den Modeniiberlapp bzw. die Interferenzeffekte
(vor und nach der Singlemodefaser) in a’ Letztere sind erncut in k-n dargestellt, allerdings bei fester
Belichtungszeit (fBz).
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einzelnen Komponenten mit Hilfe des AP-Detektors solange nachjustiert werden, bis der
Wechsel zwischen Maxima und Minima der Ausgangs-Intensitiat bei Drehung des Glasp-
lattchens (Gl) moglichst ausgepragt ist. Die quantitative Untersuchung der Interferenz
ist in Abschnitt 3.2.1 dargestellt.

3.2 Charakterisierung des Interferometers

3.2.1 Visibility

Als Maf§ fir die Funktionsfihigkeit eines Interferometers eignet sich die Visibility V/,
welche die ’Qualitat’ der Interferenz beschreibt. Man definiert sie als

_ Imaz’ - Imm (3 1)
Imam + Imm ‘ ‘

Dabei sind 1,42 bzw. I, die Intensitdten bei maximal konstruktiver bzw. bei vollstan-
dig destruktiver Interferenz. Idealerweise ist I,,;, = 0 und folglich V = 1.

Quantenmechanische Beschreibung der Interferenzeffekte

Am ersten Polarisator wird ein |+)-Zustand durch projektive Messung am ankommenden

Photon prapariert:
1

V2

Der darauf folgende Polarisationsstrahlteiler (PBS1) fithrt erneut eine Messung aus und
verteilt die Photonen mit gleicher Wahrscheinlichkeit in die Moden a bzw. b,

+) (IH) +[V))

1
) P2 5 (1) o) + 1) 1) (32)
Der Phasenschub von 7/2 kommt durch die Reflektion im PBS1 zustande. Das Glasplétt-
chen (Gl) erzeugt nun einen zusétzlichen, vom Drehwinkel a, abhingigen Phasenschub
®(«), falls das Photon in die Mode a transmittiert wurde:

1 1
V2 V2
Da die beiden Halbwellenpléattchen fiir diesen Teilversuch aus der Sagnac-Schleife ent-

fernt werden, wird nun entweder das Photon aus a durch den PBS1 direkt in die Mode
a’ transmittiert oder aus der Mode b reflektiert:

il 1
V2

([H) |a) +i|V) b)) =5 —= (1H) |a) @) 4|V b))

(1H) |a) @ [V} 8)) Z25 —= (|H) &) + V) |a') = @)

S

2

beobachten.
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Abbildung 3.4: Geometrie eines Glasplattchens in der Ansicht von oben. n bezeichnet hierbei den
Brechungsindex.

Analysiert man diesen Zustand in der Plus/Minus-Basis, so ergeben sich die folgenden
Detektionswahrscheinlichkeiten:

1 .
P(+.d) = |(+.d|0)[* = J|e™@ + 17 = 2 (1 +cos @) (3.3)

NI RN

1. .
P(=d) = (= d|9)]* = e — 1" = 2 (1 cos ) (3.4)
Je nach Einstellung des Glasplattchens liegt konstruktive oder destruktive Interferenz
vor. Es ist jedoch zu beachten, dass die Phase ®(«) nicht linear mit dem Drehwinkel
skaliert. Der tatséchliche Phasenschub lédsst sich jedoch aus der Geometrie des Glasp-
lattchens herleiten.

Funktionsweise des Phasenschiebers

Das Licht wird beim Ubergang ins Glas zu dessen Einfallslot hin gebrochen. Beim Ver-
lassen dieses optisch dichteren Mediums verhilt es sich umgekehrt, d.h. der Strahl wird
mit dem selben Winkel weggebrochen und verlduft daher wieder parallel zur Einfalls-
richtung (s. Abb. 3.4). Je nachdem, wie dick das Glaspldttchen ist, entsteht jedoch
einen Strahlversatz Az zwischen dem einfallenden und dem phasenverschobenen Licht.
Wie grofl Az sei darf, bevor unerwiinschte Nebeneffekte auftreten (z.B. Verringerung
des Strahliiberlapps) héngt von der Toleranz der jeweiligen Versuchsanordnung ab, d.h.
vom Durchmesser der rdumlichen Moden im Interferometer.

Im Folgenden soll die erzeugte Phasendifferenz berechnet werden. Beim Eintritt in das
Medium gilt nach dem Brechungsgesetz, dass

Ny Sin @ = nsin 8 (3.5)

wobei n, der Brechungsindex der Umgebung und § der Brechungswinkel relativ zum
Einfallslot sind. Die Umgebung ist hierbei Luft, sodass n, ~ 1 angenommen werden
kann. Der im Medium zuriickgelegte optische Weg s ergibt sich zu

_ nd (35) nd

§= —— =
1
cos 8 1- 5 2

(3.6)

sin“ «
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Detektionswahrscheinlichkeit

-5 0 5
Drehwinkel des Glasplattchens [°]

Abbildung 3.5: Theoretisch vorhergesagte Intensitéten in a’ bei Messung in der Plus (durchgezogene
Linie) bzw. Minus (gestrichelte Linie)-Basis in Abhéngigkeit vom Drehwinkel des Glasplattchens.

Fiir Licht der Wellenldnge A = 27 /k entspricht dies einer zusétzlichen Phase ¢ von

27s 2mnd
L S e o (3.7)
AM/1— 5 sin® o
Im Fall o = 0 ergibt sich
2mnd
Yo ="y (3.8)
Man erhélt schlussendlich als Phasendifferenz in Abhéngigkeit vom Einfallswinkel [Krel0):
3.7,3.8) 2mnd 1
Bla) = ¢ —po =Y ) —1 (3.9)
1— # sin? o

Dic Funktion (3.9) steigt fiir schr kleine Winkel sehr langsam und geht daran anschlie-
Bend in einen quadratischen Bereich iiber. Fiir Winkel im Bereich von 45° verhélt sich
®(«) hingegen linear.

Mit Hilfe von (3.9) lassen sich nun die Intensitéten fir die Analyse in Plus/Minus-Basis
(3.3) in Abhéngigkeit vom Drehwinkel des Glasplattchens ausdriicken (s. Abb. 3.5):

2mnd

R

1 1 _2 d 1 ]
Iy _o<-(1—cos®)=_-|1-cos ik -1
2 2 A 1—#811&20( ]

1 1
Iy 4 o B (14 cos®) = B (1 + cos

Ezperimentelle Bestimmung der Visibility

Zur Ermittlung der Visibility am unteren Ausgang a’ wird das Glasplédttchen Gl mithilfe
eines Motors automatisch gedreht und fiir jede Winkeleinstellung die gemessene Photo-
nenzdhlrate am AP-Detektor aufgezeichnet. Die Polarisationsanalyse besteht aus einer
A/2 Platte auf 22, 5° sowie einem H-Polarisator, um in die Plus-Basis zu projizieren.
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Abbildung 3.6: Fit der Funktion (3.10) an die experimentell ermittelten Zahlraten in Abhingigkeit
von der Motoreinstellung (Drehwinkel des Glasplattchens).

Erwartet wird eine Abhéngigkeit der Intensitét vom Drehwinkel der Form (3.10). Ex-
perimentell ergibt sich in guter Ubereinstimmung mit dieser theoretischen Erwartung der
in Abbildung 3.6 dargestellte Verlauf. Die nétigen Intensitdten zur Ermittlung der Visibi-
lity werden aus der Fit-Funktion (Dunkelzédhlraten bereits abgezogen) an die Messwerte
entnommen und ergeben sich zu I, = 1195 und e, = 4815957 1. Dies entspricht
einer Visibility von

V = 0.9951 4+ 0.0001.

Der zugehorige absolute Fehler wird dabei aus dem Konfidenzintervall des Fits bestimmt.

Es ist jedoch zu beachten, dass dieses Ergebnis auch dadurch bedingt wird, dass die
Intensitdtsmessungen nach dem Einkoppeln in die Singlemodefaser durchgefithrt wer-
den. Bestimmt man die Visibility direkt nach der Polarisationsanalyse, so stellt sich ein
Wert von V' =~ 0.95 ein. Der Grund fiir diese Diskrepanz liegt in den unterschiedlichen
rdumlichen Strukturen der Moden a und b, welche durch den Polarisationsstahlteiler am
Eingang des Interferometers erzeugt werden. Wie aus Abbildung 3.3a,b bzw. ¢,d hervor-
geht, verdndert der PBS1 die rdumliche Verteilung der Intensitédt in beiden Moden. Das
transmittierte Licht behéalt dabei im Wesentlichen die TEMyg Struktur, der reflektierte
Anteil erscheint jedoch stark deformiert. Eine kohirente Uberlagerung der in Abbildung
3.3c,d dargestellten Strahlprofile fithrt bei destruktiver Interferenz zu einem asymmetri-
schen Intensitétsprofil (Abb. 3.3h), bei dem nur in bestimmten Bereichen Ausléschung
stattfindet. Dies fiihrt zu einer Reduzierung der Visibility. Im Fall von konstruktiver In-
terferenz sind diese ’schlechten’ Anteile ebenfalls vorhanden, werden jedoch wegen ihrer
geringen Intensitdt und der automatischen Belichtungszeit des Beamprofilers in Abbil-
dung 3.3g nicht mehr wahrgenommen.

Durch das Einkoppeln in die Singlemodefaser werden nun die nicht-gau3férmigen An-
teile herausgefiltert (ca. 39% Leistungsverlust), was zwar zu einer Erhéhung der Visibility
auf V = 0.9951 nach der Faser, aber gleichzeitig auch zu einer starken Abhéngigkeit da-
von, welcher Anteil der rdumlichen Mode eingekoppelt wird, fiihrt.

Durch Einbringen der Halbwellenplattchen in die Sagnac-Schleife kann der Ausgang
b’ ebenfalls verwendet werden. Wegen einem Mangel an gewissen optischen Bauteilen
konnte dieser jedoch im zeitlichen Rahmen dieser Arbeit nicht sinnvoll genutzt werden.
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3.2.2 Stabilitat

Wie in Abschnitt 2.3.2 illustriert wurde, muss fiir Experimente, die langere Zeit in An-
spruch nehmen, sichergestellt sein, dass das Interferometer langzeitstabil ist. Das bedeu-
tet, dass sich die Zéhlrate am Ausgang fiir eine fest eingestellte Phase ® am Glasplétt-
chen nicht mit der Zeit dndert bzw. driftet. Genauer gesagt soll sie stets um den selben
Mittelwert schwanken, da der verwendete Laser natiirlich selbst Intensitatsfluktuationen
aufweist. Grundsatzlich kommen derartige Drifts oder Unregelméfigkeiten in der Aus-
gangsleistung durch externe Einfliisse, wie zum Beispiel Temperaturschwankungen (das
Labor ist temperaturstabilisiert) oder Vibrationstibertrage aus der Umgebung, zustan-
de. Diese Storfaktoren erzeugen willkiirliche Phasenschiibe, die die Interferenzfdhigkeit
beeinflussen kénnen. Bei Analyse in der Plus-Basis ldsst sich hierbei schreiben:

(o) = % (14 cos [(a) + AD(H))) (3.11)

Dabei sind I die ins Interferometer eingekoppelte Intensitit, ®(«) die Phase des Glasp-
lattchens und A®(t) die externen Einfliisse, ausgedriickt durch eine zeitabhédngige rela-
tive Phase zwischen den Moden a und b.

Zur experimentellen Uberpriifung der Stabilitit des Interferometers wird die Inten-
sitdt am Ausgang a’ mithilfe einer Photodiode iiber einen bestimmten Zeitraum auf-
gezeichnet. Dazu wird die Polarisationsanalyse auf die Plus-Basis eingestellt und nach
der darauf folgenden Singlemodefaser ein Glasfaserkollimator angebracht, der das Licht
wieder auskoppelt. Vor Letzterem ist in geringem Abstand die Photodiode platziert,
deren Spannung mit einem Multimeter aufgezeichnet und an einen Computer weiter-
gegeben wird. Die Phase ist dabei so eingestellt, dass sich die Ausgangsleistung genau
zwischen einem Maximum konstruktiver und einem Minimum destruktiver Interferenz
befindet, da das Interferometer dort am sensitivsten auf duflere Storfaktoren reagiert.
Wegen ®(a) = 7/2 wird (3.11) zu:

_h

I(t) = % (1 +sin[A®(H)]) mit Lpean = [(AD(t) = 0) >

(3.12)
Abbildung 3.7a zeigt den experimentell bestimmten Verlauf dieser Funktion iiber einen
Zeitraum von 26 Stunden. Das Interferometer stellt sich hierbei als durchaus langzeit-
stabil heraus. In der angegeben Messung ergibt sich ein Mittelwert der Spannung von
Lnean = 1.8749V mit einer Standardabweichung® (std) von Iyq = 0.02120V. Dies lisst
sich mit (3.12) auch in Phasen ausdriicken, wobei Iy = 2 - I peqn angenommen wird:

I I,
Lsiq + Imean = 50 (14 sin[A®gy]) = Adyy = arcsin [td} = 0.0113rad.

mean

3Die Standardabweichung gibt an, wie stark die Messdaten im Mittel um den Erwartungswert gestreut
sind.
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Abbildung 3.7: Stabilitdtsmessung am Interferometer iiber 26 Stunden.

Im Mittel schwankt die Phase um 0.360% bzgl. einer Periode 7. Fiir die maximalen
Abweichungen I,,,q, = 2.0120V und I,,;,, = 1.7280V ergeben sich analog:

A®, 0, = arcsin [M] = 40.0732rad = +0.0233,

Imean

A®,,;, = arcsin {I’”””_Imm] = —0.0784rad = —0.02497.

Imecm

Dies entspricht maximalen Phasenschiiben von 2.33% und 2.50%. Es ist hierbei jedoch
zu beachten, dass die gemessenen Intensitétsschwankungen teilweise auch durch den La-
ser bedingt sind, da I ist streng genommen keine Konstante ist. Die oben berechneten
Phasenschiibe beinhalten daher sowohl externe Einfliisse als auch die zeitlich variable
Laserleistung, die eigentlich keine Auswirkung auf die Phasen hat, aber wegen der Kon-
zeption der Messung mit aufgezeichnet wird.

Die gute Stabilitdt des Sagnac-Interferometers manifestiert sich in der geringen Stan-
dardabweichung und kommt durch dessen spezielle Bauweise zustande. Es besteht aus
moglichst wenig Komponenten, die zusitzlich von beiden Strahlen gleichzeitig benutzt
werden. Dies fiihrt dazu, dass etwaige Phasenschiibe auf beide Pfade mit gleichem Betrag
wirken und sich somit kompensieren. Neben der Minimierung der Anzahl an nétigen Bau-
teilen bedingt die Geometrie der Anordnung auflerdem, dass beide Strahlen gleichlange
und -artige Strecken im Interferometer durchlaufen. Die Sagnac-Schleife ist aufgrund
dieser Eigenschaften bereits inhdrent stabil. Zur weiteren Verminderung von Vibrations-
iibertragen werden sdmtliche sckundédren Bauteile (Motor, Polarisationsanalyse) direkt
auf dem optischen Tisch befestigt und nicht auf dem Breadboard des Interferometers (s.

Abb. 3.2b).

Fall notig, konnte das Interferometer zur weiteren Verbesserung der Stabilitdt von
seiner Umgebung thermisch isoliert und der optische Tisch stirker gefedert werden.
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Bauteil Mode a Mode b
PBS1 2.47% 2.47%
Gl 8.58% -
Pr 9.70% 10.0%
Hwp 4.68% 3.88%
Spl 2.66% 2.66%
Sp2 - 34.0%

Tabelle 3.1: Reflektionsverluste der Bauteile im Interferometer. PBS: Polarisationsstrahlteiler, Pr: Re-
flektionsprisma, Gl: Glaspléattchen, Hwp: Beide Halbwellenplédttchen im Interferometer.

3.2.3 Effizienz

Sémtliche Messungen werden mit einem CW-Laser durchgefiihrt. Soll das Interferometer
jedoch in kompliziertere Experimente, die von Hyperentanglement Gebrauch machen,
integriert werden, so muss es auch mit Einzelphotonenquellen betrieben werden kénnen.
Die Zéhlraten sind in solchen Féllen deutlich geringer und etwaige Verluste im Aufbau
spielen, insbesondere flir Koinzidenzmessungen an mehreren Photonen, eine wichtige
Rolle.

Das Sagnac-Interferometer ist bzgl. dieses Standards noch nicht effizient genug. Ins-
gesamt geht etwa 50% der in den Versuchsaufbau eingekoppelten Leistung allein durch
unerwiinschte Reflektion, Transmission und Absorption an den verwendeten Bauteilen
verloren. Eine tabellarische Ubersicht entnimmt man 3.1. Die groBen Verluste am Pris-
ma und Glaspldttchen kommen durch dessen Anti-Reflexbeschichtungen zustande, da
diese nicht fiir die hier verwendete Wellenléinge von 806nm ausgelegt sind und deswegen
ein grofler Anteil der einfallenden Intensitdt in den Strahl zuriickreflektiert wird. Auch
an den Halbwellenpldttchen féllt relativ viel Leistung durch Beugungsverluste ab, da
der Abstand zwischen den Moden a und b sehr grof gewahlt ist (ca. lcm) und damit
in den Bereich des Durchmessers der HWP gelangt. Der PBS1 weist ebenfalls unge-
wohnlich hohe Verluste von insgesamt 4,94% auf und bedingt, wie in Abschnitt 3.2.1
diskutiert wurde, eine starke rdumliche Deformation der Mode b. Das Einkoppeln in eine
Singlemodefaser am Ausgang a’ kompensiert diesen Effekt zwar, fiihrt aber gleichzeitig
zu einer zuséitzlichen Verschlechterung der Effizienz, da hierbei weitere 39% an Licht-
Leistung verloren gehen.

Wie eingangs erwdahnt ist die Effizienz eines Interferometers entscheidend fiir des-
sen Einsetzbarkeit in komplexeren Experimenten. Es besteht in dieser Hinsicht noch
deutlicher Verbesserungsbedarf, besonders in Hinblick auf die Qualitdt der zum Einsatz
kommenden Bauteile. Neben der Verwendung einer zur Wellenldnge passenden Anti-
Reflexbeschichtung am Reflektionsprisma (Pr) und Glaspléttchen (Gl) sollten vor allem
der Spiegel Sp2 sowie der Einkoppler am Ausgang b’ des Interferometers ausgetauscht
werden, damit auch dieser Output sinnvoll genutzt werden kann. Des Weiteren ist es n6-
tig, den Polarisationsstrahlteiler PBS1 auszuwechseln, da dessen Wirkung auf die Mode
b (s. Abb.3.4d) einen groflen rdumlichen Anteil der in den Ausgéngen interferierenden
Moden unbrauchbar macht (vgl. Abb. 3.3h).
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3.3 Tomographische Analyse des erzeugten Zustandes

Die Hauptaufgabe des Interferometers ist die Praparation eines Bell-Zustandes, bei dem
Polarisations- und Ortsfreiheitsgrad miteinander verschrinkt sind. Zur Uberpriifung der
Funktionalitit ist es daher nétig, die erzeugte Dichtematrix zu rekonstruieren und mit
dem theoretisch erwarteten Zustand zu vergleichen. Dazu wird am Ausgang a’ des Interfe-
rometers eine wie in Abschnitt 2.3 beschriebene Zustandstomographie durchgefiihrt. Die
Polarisationsanalyse besteht aus einem Viertel- und Halbwellenplattchen sowie einem
H-Polarisator. Die Ausmessung des rdumlichen Qubits geschieht dabei durch Blockie-
ren jeweils einer Mode oder durch eine entsprechende Einstellung der Phase ®(a) am
Glaspléattchen Gl [Reil0], dessen Drehwinkel o mit einem Motor gesteuert wird. Vor den
eigentlichen Messungen muss daher eine Kalibrationskurve aufgenommen werden, damit
das zweite Qubit anschliefflend in die richtigen Basen projiziert wird.

Die hierbei durchzufithrenden Messungen sind in Tabelle 3.2 zusammengestellt. Bei
deren Auswertung ist zu beachten, dass die letzten Acht Zahlraten jeweils durch zwei
geteilt werden miissen. Das liegt daran, dass der rdumliche Freiheitsgrad im Gegensatz
zum Polarisations-Qubit nicht mithilfe eines Polarisators ausgemessen wird, der die Half-
te der Intensitat herausfiltern wiirde. Das heif3t, es werden hierbei Photon aus beiden
Armen des Interferometers ohne jegliche Filterung detektiert, was bei der Berechnung
der Dichtematrix entsprechend berticksichtigt werden muss.

Nach Abzug der mittleren Dunkelzéhlraten ergeben sich mit der Beziehung (2.50)
Real- und Imaginérteil der Dichtematrix zu

0.5481 —0.1329 -0.0076 —0.0107

R [Peay] = —-0.1329 0.0017 —0.0422 0.0340
P —0.0076 —0.0422 0.0118 —0.0782 |’

—0.0107 0.0340 —0.0782 0.4383

0 0.1223 —-0.0624 —0.5185

S [fewy] = —0.1223 0 0.2435  0.0513

P 0.0624 —0.2435 0 0.1154

0.5185 —0.0513 —0.1154 0

Die Eigenwerte dieser Matrix lauten —0.3103, —0.0214, 0.2857 und 1.0460, was geméf
(2.19) ein unphysikalisches Ergebnis darstellt. Es muss daher mit der in Abschnitt 3.2.3
beschriebenen Maximum-Likelihood-Methode gefittet werden.

3.3.1 Maximum-Likelihood-Abschadtzung

Zur Minimierung der zugehorigen Likelihoodfunktion (2.54) wird die MatLab Funktion
fmunc verwendet, wobei die Startwerte fir die Fit-Parameter ¢1, ..., t16 (2.52) zufillig ge-
wahlt werden. Man erhélt mit 20 gewiirfelten Werten die nun physikalische Dichtematrix
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v Basis  A/2[°] A4 ¢

1 |H,a) 0 0 b blockiert
2 |H,b) 0 0 a blockiert
3 |V,b) 45 0 a blockiert
4 |V,a) 45 0 b blockiert
5 |R,a) 0 -45 b blockiert
6 |R,b) 0 -45 a blockiert
7T |+,b) 22.5 0 a blockiert
8 |+ ) 22.5 0 b blockiert
9 |+ R 225 0 /2
10 |++) 225 0 0

11 |R+) 0 45 0

12 |[H4) 0 0 0

13 [V,+) 45 0 0

14 |[V,L) 45 0 /2
15 |H,L) 0 0 /2
16 |R,L) 0 -45 +7/2

Tabelle 3.2: Im Rahmen der Zustandstomographie durchgefithrte Messungen.

ﬁml:
0.5406 —0.0149 —-0.0104 0.0251
. ;| —0.0149 0.0037 0.0013 0.0264
R [prut] = —0.0104 0.0013 0.0108 0.0423 (3.13)
0.0251 0.0264 0.0423 0.4449
0 —0.0320 —0.0480 —0.4874
0.0320 0 —0.0016 0.0166
T4 _
S Pl = 0.0480 0.0016 0 0.0064 |’ (3.14)
0.4874 —0.0166 —0.0064 0

mit den Eigenwerten 0, 0, 0.0103 sowie 0.9897.
trixelemente ist Abbildung 3.8 zu entnehmen.

Eine anschauliche Darstellung der Ma-

Aus dem Spektrum lassen sich direkt der Reinheitsgrad (2.24),

P =0.0103% + 0.98972 = 0.9796,

und die von Neumann Entropie (2.25) berechnen:

S = —0.0103 - 1og,(0.0103) — 0.9897 - log,(0.9897) = 0.0827.

Das heifit, nach der Priaparation liegt ein nahezu reiner Zustand vor.* Des Weiteren kann

“Im Idealfall nehmen die Purity den Wert 1 und die von Neumann Entropie einen méglichst geringen

Wert an.
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Im(p)

Abbildung 3.8: Anschauliche Darstellung der gefitteten Dichtematrix in Form eines Balkendiagrammes.
Die Beschriftung zur Angabe des jeweiligen Matrixelementes liest sich von links nach rechts.

dessen Uberlapp mit dem theoretisch erwarteten, verschrinkten Bell-Zustand (3.2),

+0.5 0 0 -0.5¢
. | o 00 o0
ptheo— 0 0 0 0 )

+0.5¢ 0 0 +0.5

durch die Bildung der Fidelity (2.26) iiberpriift werden:
F(pmi;s Ptheo) = 0.9802.

Dies entspricht ebenfalls einem guten Ergebnis. Wie in Abschnitt 2.2.1 gezeigt wurde ist
eine weitere, fiir maximal verschrinkte Zustinde charakteristische Eigenschaft, dass sie
sich lokal wie weifles Rauschen verhalten. Dies ldsst sich durch Bildung der partiellen
Spur (2.22) iiber p,,,; bestitigen:

.s _ [0.5443 0.0160 n 0 —0.0314
Pt =1 0.0160 0.4557 +0.0314 0 '

Betrachtet man erneut die Fidelity aus diesem Ergebnis und der Definition des maximal
gemischten Zustandes (2.21), so ergibt sich ein Wert von

F(Byr: i) = 0.9968.

3.3.2 Nachweis der Verschrankung und Fehleranalyse

Der gute Uberlapp von p,,; mit dem Bell-Zustand deutet zwar schon Verschrankung an,
jedoch lassen sich fiir den direkten Nachweis auch die Eigenwerte der partiellen Trans-
ponierten im Sinne von (2.39) berechnen. Es ergibt sich fiir beide Qubits das Spektrum
—0.4861,0.4361,0.4936 und 0.5564 - der Zustand ist damit verschrankt.®

Zur Quantifizierung der vorhandenen Verschrankung kénnen aus den Eigenwerten der

5Das PPT Spektrum der theoretischen Dichtematrix lautet —0.5,0.5,0.5 und 0.5.
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Grofe Mittelwert Std [x10~% Max. Abw. [x107%]

Purity P 0.9796  6.5564 £19.0 (0.194%)
Neum. Entr. S 0.0827 22.0 +63.0 (7.62%)
Fidelity F 0.9802 2.9691 +9.6731 (0.0987%)
Concurrence C 0.9774 5.7411 +17.0 (0.174%)
EoF Ey 0.9676 8.2196 +24.0 (0.248%)
Negativitit N 0.4861  3.2879 +8.8495 (0.182%)
Log. Negat. N, 0.9798 4.8104 +13.0 (0.133%)

Tabelle 3.3: Ergebnisse der Monte-Carlo Simulation. Die letzte Spalte gibt die maximale Abweichung
vom Mittelwert in Prozent an.

PPT direkt die Negativitét (2.40),

1
N (i) = 5 (04861 + 04361 + 0.4936 + 0.5564 — 1) = 0.4861,

und die logarithmische Negativitdt (2.41),

Ni(pm1) = log, (0.4861 + 0.4361 + 0.4936 + 0.5564) = 0.9798,

berechnet werden. Im Idealfall sind N = 0.5 bzw. N; = 1 oder jeweils gleich Null fir
separable Zustande.

In diesem Zusammenhang lassen sich auch die in Abschnitt 2.2.3 eingefiihrten Con-
currence (2.44) und Entanglement of Formation (2.45) ermitteln. Die Eigenwerte der
Matrix R = pleple ergeben sich hierbei zu {0, 0,0.0049,0.9824}, was mit (2.44) auf
eine Concurrence von C(pn;) = 0.9775 fihrt. Das EoF kann nun mit (2.45) bestimmt
werden und ergibt sich zu Ef(pp,;) = 0.9677. Fiir einen perfekten verschrankten Zustand
nehmen beide Grolen den Wert 1 und andernfalls den Wert 0 an.

Es konnte damit zwar erfolgreich nachgewiesen werden, dass der durch das Sagnac-
Interferometer praparierte Zustand viel Verschréankung enthélt, jedoch skalieren die Ver-
schrankungsmafe hierbei unterschiedlich, sodass eine absolute Aussage nicht moglich ist.

Zur Abschatzung der Fehler ldsst sich die in 2.3.2 beschriebene Monte-Carlo Simula-
tion durchfithren. Es werden dabei insgesamt 500 neue Dichtematrizen aus den experi-
mentellen Rohdaten gewiirfelt und anschlieBend mit der Maximum-Likelihood-Methode
gefittet. Daraus ldsst sich die Standardabweichung (Std) und maximale Abweichung der
bisher berechneten Groéfien angegeben. Die Ergebnisse entnimmt man Tabelle 3.3.

Der verhéltnisméfig grofle Fehler der von Neumann Entropie resultiert direkt aus
deren Definition, welche sensibler auf Abweichungen vom Mittelwert reagiert.® Davon
abgesehen fallen die Fehler mit maximal 0.248% gering aus. Auch die Streuung um den
Mittelwert, ausgedriickt durch die Standardabweichung, ist fiir die meisten Grofien von
geringer Tragweite.

5Dies lisst sich durch eine Taylorentwicklung bzw. Betrachtung der Fehlerfortpflanzung leicht bestéti-
gen.



4 Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Bachelorarbeit konnte gezeigt werden, dass das hierbei aufgebau-
te Sagnac-Interferometer einen nahezu reinen Bell-Zustand hoher Visibility iiber lange
Zeitrdume zuverlassig praparieren kann, dessen Qualitdt sich vor allem in der Purity
von 97.96% und Fidelity von 98.02% (bzgl. der theoretischen Erwartung) manifestiert.
In diesem Zusammenhang wurde auch die Verschrankung zwischen der Polarisation und
des rdumlichen Freiheitsgrades der Photonen erfolgreich mithilfe von Verschrénkungsma-
Ben nachgewiesen und quantifiziert, wobei die normierten Maflie Werte zwischen 0.9677
und 0.9798 annehmen. Die bei der hierfiir durchgefiihrten Zustandstomographie auftre-
tenden Fehler wurden mit einer Monte-Carlo Simulation abgeschitzt und nehmen fiir
die relevanten Grofien Maximalwerte von 0.0987% bis 0.248% an. Letztere konnten nach
dem Vorschlag von A. Steinberg und R. Adamson [AS10] durch die Wahl eines alterna-
tiven Satzes von Messbasen zur Minimierung der Redundanz pro Messung noch weiter

reduziert und die Qualitdt der Tomographie an sich verbessert werden.

Die Anwendbarkeit des Versuchsaufbaus in komplexeren Experimenten wird jedoch
noch durch dessen eher méflige Effizienz limitiert und bedarf der Verbesserung, vor
allem in Hinblick auf die verwendeten optischen Komponenten. Letztere verhindern bis-
weilen auch eine sinnvolle Nutzung des zweiten Ausgangs des Interferometers, an dem
sich, zusammen mit dem ersten Output, beispielsweise Bell-Tests oder iibervollstandige
Tomographie durchfiihren lieflen.

Uberzeugend hingegen ist die beobachtete Stabilitit der Sagnac-Schleife, die durch
thermische Isolierung oder zusétzliche Verminderung von Vibrationsiibertrigen aus der

Umgebung sogar noch verbessert werden konnte.

Das Sagnac-Interferometer stellt sich zusammenfassend als einfache und zuverléssige
Moglichkeit heraus, den Hilbertraum eines Qubits (durch das Ausnutzen rdumlicher

Freiheitsgrade) ohne Erhéhung der Photonenzahl auf vier Dimensionen zu erweitern.
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